INTRODUCERE
IN TEORIA
SISTEMELOR AUTOMATE

Disciplina Teoria sistemelor automate constituie o punte de legatura intre
etapa pregatirii tehnice fundamentale si etapa pregatirii de specialitate, introducand
o serie de cunostinte, principii, proceduri, precum si un mod de gandire sistemic,
care sd permitd Intelegerea si aprofundarea problemelor specifice domeniului
automatizarii $i informatizarii proceselor.

Teoria sistemelor reprezinta un ansamblu de metode, principii i cunostinte,
in general independente de aplicatii, necesare interpretarii si explicdrii structurii,
caracteristicilor si comportamentului dinamic al sistemelor de orice fel, dar in mod

special al sistemelor automate.

1.1. DEFINIREA SI CARACTERIZAREA SISTEMELOR

Conceptul de sistem a aparut si s-a dezvoltat de-a lungul timpului ca rezultat
al evidentierii unor trasaturi si comportamente comune pentru o serie de procese si
fenomene din diferite domenii, fapt ce a permis tratarea acestora, din punct de
vedere structural-functional, intr-un mod unitar, sistemic.

Notiunea de sistem are o sferd de cuprindere foarte larga si, in consecinta,
este frecvent intalnita In stiinta si tehnicd, in general in toate domeniile gandirii si
actiunii umane, insa aproape intotdeauna in asociatie cu un atribut de specificare;
de exemplu, sistem automat, sistem de transmisie, sistem informational, sistem de
semnalizare, sistem de productie, sistem filozofic, sistem social etc.

In literatura de specialitate existd diverse definitii ale conceptului de sistem,
unele reflectdnd tendinta definirii conceptului in intreaga sa generalitate, altele

tendinta de particularizare la un anumit domeniu al cunoasterii.
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In cele ce urmeaza, prin sistem vom intelege un ansamblu de entitati
(elemente) ce interactioneazd intre ele si cu exteriorul, in vederea atingerii unei
finalitati (sens, obiectiv, scop).

Un sistem este o conexiune de elemente, fiecare element constituind la
randul sau un sistem (subsistem). Interactiunea dintre elemente poate conferi
sistemului proprietati si comportamente noi, diferite de cele ale fiecdrui element
component.

In cazul sistemelor fizice (reale), interactiunea se realizeaza prin intermediul
fluxurilor de masa si energie, purtatoare de informatie. Teoria sistemelor opereaza
cu conceptul de sistem abstract, care este in fapt un model matematic ce permite
descrierea caracteristicilor si comportamentului dinamic al unei clase de sisteme
reale (fizice).

Sistemele automate sunt sisteme tehnice de supraveghere, comanda si control
al proceselor si instalatiilor tehnologice, fard interventia directa a omului.

Un sistem automat (SA) este alcatuit din doud parti principale: procesul de
automatizat (P) si dispozitivul de automatizare (DA).

Sa subliniem in continuare cateva trasaturi fundamentale ale sistemelor:

e caracterul structural-unitar, care reflectd proprietatea unui sistem de a fi
reprezentat ca o conexiune de subsisteme a cdror actiune este orientatd spre un
anumit scop (sens);

e caracterul cauzal-dinamic, care reflectd proprietatea unui sistem de a
evolua 1n timp sub actiunea factorilor interni si externi, cu respectarea principiului
cauzalitatii (conform caruia, orice efect este rezultatul unei cauze, efectul este
intarziat fatd de cauza si, in plus, doud cauze identice genereaza in aceleasi conditii
efecte identice);

e caracterul informational, care reflecta proprietatea unui sistem de a primi,
prelucra, memora si transmite informatie.

In sensul teoriei sistemelor, prin informatie se intelege orice factor calitativ
si cantitativ care serveste la descrierea comportamentului sistemului. La sistemele

tehnice, marimile fizice constituite ca suport pentru informatie se numesc semnale.

Marimile (variabilele) asociate unui sistem sunt de trei feluri: marimi de
intrare, marimi de stare si marimi de iesire.

Marimile de intrare sunt independente de sistem (deci sunt de tip cauza) si
influenteaza din exterior starea si evolutia sistemului.

Marimile de stare sunt dependente de marimile de intrare (deci sunt de tip

efect) si au rolul de a caracteriza complet starea curenta a sistemului.
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Marimile de iegire sunt dependente de marimile de stare, uneori si direct de
marimile de intrare (deci sunt de tip efect), si au rolul de-a transmite in exterior
(sistemelor Invecinate) informatie referitoare la starea curenta a sistemului. Unele
marimi de iesire pot fi in acelasi timp marimi de stare.

In timp ce transferul intrare-stare (I —S) are loc cu intarziere strictd, dupa o
dinamica proprie sistemului, transferul stare-iesire (S—E) si transferul direct

intrare-iesire se realizeaza instantaneu (fig. 1).

R
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Fig. 1.1. Transferuri cauzale intre marimile unui sistem.

Transferul direct intrare-iesire existd numai in cazul sistemelor fizice
idealizate, la care iesirea are o componenta care urmareste instantaneu variatiile
intrarii.

Un sistem interactioneaza cu sistemele Invecinate numai prin intermediul
marimilor de intrare si de iesire. Marimile de iesire ale unui sistem sunt deci
marimi de intrare pentru sistemele invecinate. Marimile de iesire ale sistemelor
tehnice sunt masurabile, in timp ce marimile de stare nu sunt in totalitate accesi-
bile méasurarii.

In figura 1.2 este aritat modul de reprezentare a unui sistem X;
U=[u u,---u,]" este vectorul coloani m-dimensional al marimilor de intrare,
Y=[y yp]T - vectorul coloand p-dimensional al marimilor de iesire, iar

X =[x x,-+-x,]" - vectorul coloand n-dimensional al mirimilor de stare. Numarul

n al variabilelor de stare ale unui sistem reprezintd dimensiunea sau ordinul
sistemului.

Atunci cand variabilele unui sistem sunt separate in variabile cauza si
variabile efect, sistemul se numeste orientat. La sistemele abstracte, orientarea este
formala, in timp ce la sistemele reale, orientarea rezultd din aplicarea legilor

fizico-chimice specifice, prin respectarea neconditionta a principiului cauzalitatii.

L ] > —> Fig. 1.2. Reprezentarea unui sistem.
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Marimile de stare ale unui sistem au doua proprietati esentiale:

- de mediere a transferului intrare-iesire (I-E), care devine astfel transfer
intrare-stare-iesire (I-S-E);

- de acumulare intr-o forma concentratd (sinteticd) a intregii informatii
privind evolutia anterioara a sistemului, adica a istoriei trecute a sistemului.

Ultima proprietate poate fi exprimatd matematic astfel: Starea X, la
momentul inifial t, si intrarea U pe intervalul de timp [t,,t], adica Uy, ,,

determina in mod univoc starea X la momentul t, adica X(t). De aici reiese
existenta unei functii de tranzitie a starii ¢ , care exprima evolutia in timp a starii

X dintr-o stare initiala X, sub actiunea intrarii U(.), adica
X(O)=o(t; 10, X0,U (), 6]
unde prin U(-) am notat functia de intrare U pe intervalul [£,], adicd Uy, ,,.La

sistemele continue, functia de tranzitie a starii este de tip integral.
Axiomatica functiei de tranzitie include urmatoarele proprietati:
a) directivitatea, adicd ¢(t; t,,X,,U(.)) este definitd si are sens pentru ¢>¢,;

b) consistenta, adica
Pty 1, X0, U()) =Xy, V1, X3 2)
¢) tranzitivitatea, adicd daca fo<t,<t, atunci
ot 10, X0, Uy, ) =06 16, XU ), (3)
unde X, =o(4; 10, Xo,Upyy 47) -
Pentru o stare initiald X, si o intrare datd Uy, ., curba de evolutie a starii
X(@)=[x,(2) x,() -~ x,,(t)]T in spatiul starilor (n-dimensional) se numeste traiec-

torie de stare. Pentru o intrare datd U(-), multimea traiectoriilor de stare formeaza

portretul starilor. Pentru n=2, portretul poate fi reprezentat grafic in planul
starilor. O traiectorie de stare definita pentru X;#0 si Ulty,0)=0 se numeste

libera. Dacainsd X,=0 si Uy, =0, atunci traiectoria este forfata (fig. 1.3).

eY)

Traiectorie
U)=0 fortata

X
K\Q‘\ / Fig. 1.3. Traiectorii de stare.
1

Ti()=0

Traiectorie
iberd
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La randul ei, iesirea ¥ poate fi exprimata in functie de starea curentd X si

de intrarea curenta U prin intermediul functiei de iesire
YO =nt; X@),U@). 4)

Functia de iesire este de tip algebric.

¢ Un exemplu de sistem 1l constituie circuitul electric RLC din figura 1.4. Daca
tensiunea variabild u; este generata din exterior (avand forma de variatie in timp arbitrara,

independentd de circuit) si dorim sd cunoastem modul de variatie in timp a tensiunii #; de

la bornele inductivitatii L, atunci circuitul RLC poate fi considerat un sistem orientat, in
care u; este mirime de intrare, ; marime de iesire, iar tensiunile up si u- de la bornele

rezistorului R si condensatorului C sunt marimi de stare.

ﬂR ﬂc-
| I
= I 1
R o

i 1 L j{ﬂ‘[‘

Fig. 1.4. Exemplu de sistem fizic.

[m]

Sistemul are doua variabile de stare, deoarece contine 2 elemente capabile sa

inmagazineze si sd transfere cu viteza finitd energie (capacitatea C si inductivitatea L).
Asa cum se va ardta ulterior, dintre cele trei tensiuni de tip efect (up, u- i u; ), numai

up si uc pot fi alese variabile de stare.

In conditiile in care unul dintre parametrii R, L, C este variabil in timp, acesta
trebuie considerat marime parametricd. Dacd, pe 1angd u; , ne intereseaza si modul de

variatie In timp a tensiunii up, atunci avem doud marimi de iesire (u; $i up ), iar uy este

atat variabila de iesire, cat si variabila de stare.

La sistemele care respecta strict principiul cauzalitatii, variabilele de tip efect
au o evolutie in timp intarziata fatad de cea a variabilelor de tip cauza. Daca, de
exemplu, Intre o variabila cauzd u si o variabild efect y existd o corelatie de

forma
y@&)+y(t)=u(t+3), teR (5)
sau de forma

y@O)+yt-D)=ut+3), telZ (6)
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care exprima faptul ca efectul la momentul ¢ este influentat de cauza la momentul
t+3, atunci sistemul respectiv nu respecta principiul cauzalitatii, deci nu este fizic
realizabil.

Un sistem trivial fard variabile de intrare se numeste sistem sursd, iar un

sistem trivial fard variabile de iesire se numeste sistem izolat. La sistemele
netriviale (care fac obiectul teoriei sistemelor), clasa functiilor de intrare admise Z

satisface urmatoarele doud proprietati (axiome):
e netrivialitatea, adica U+ QD ;
e concatenaritatea, adica daca U'(t) si U"(f) sunt intrari admise pe

intervalul [¢,,1,], iar 4 e(t),t,), atunci intrarea

- {U'(t), telty, 1)

U, teln, ) @)

este, de asemenea, admisa.

¢ Aplicatia 1.1. Transferul intrare-stare al unui sistem continuu cu intrarea u si

starea x este descris de ecuatia diferentiala

%:ax—i-bu , teR.

t

Sa se arate ca sistemul are functia de tranzitie a starii
(t—tp) L a-
o(t; 1y ,xg u())=e""" x, +bJ. e Iy(r)dr .
l

Solutie. Inmultind ambii membrii ai ecuatiei diferentiale cu exponentiala e ™,

obtinem succesiv
e “"(x—ax)=be " u,

(e x)=beu,
Ut o
j (7 x) dt:bj e u(r)dr,
Iy Iy
t
e x(t)—e "0 x(ty) :bj e “Tu(r)dr,
)
t
x(£)=e070) x, + bjtoe“(t*’)u(r)dr )
Se poate verifica usor cd functia de tranzitie verificd proprietatile de directivitate,

consistenta si tranzitivitate.
In cazul particular a=0, functia de tranzitie are forma

t
Pl 1,30, u() =% + b u(@)dr.
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¢ Aplicatia 1.2. Transferul intrare-stare al unui sistem discret cu intrarea u si

starea x este descrisd de ecuatia cu diferente
x(t+)=ax(t)+bu(t), tel.
Sa se arate ca sistemul are functia de tranzitie a starii
(-1
ot 1, xpou())=a'"0xy +bY_a" " u(i).
=t

Solutie. Avem
x(ty+D)=ax(ty)+bu(ty),

x(ty+2)=a’x(to)+ abu(ty) +bu(ty +1)
x(ty+k)=a" x(ty) +a" bu(ty) +a* bu(ty +1)+- - +bu(ty+k-1).
In ultima relatie, inlocuind pe & cu ¢—¢, obtinem
x(O)=a"""x(ty) + a0 bu(ty) + a0 bulty + 1) + -+ bu(t —1) .
In cazul particular a =1, functia de tranzitie are forma

=1
Pt g, %0,u())=x0 +b Y_u(i).

i=ty

1.2. CLASIFICAREA SISTEMELOR

Pe baza unor proprietati derivate din caracterul structural-unitar, cauzal-
dinamic si informational al sistemelor, acestea pot fi impartite in clase si categorii
de sisteme cu trasaturi si comportamente asemanatoare.

1.2.1. Sisteme continue si discrete

Sistemele cu timp continuu (numite, pe scurt, continue) sunt acele sisteme la
care marimile de intrare, de stare si de iesire iau valori la orice moment de timp ¢
apartinand multimii numerelor reale R.

Sistemele cu timp continuu pot fi sisteme netede (analogice) sau seminetede.
Sistemele netede satisfac urmatoarea proprietate: Oricare ar fi starea initiald X, si

functia de intrare U(f) continud (In sens matematic) pe intervalul [7,,¢], functia de
stare X (¢) si functia de iesire Y(¢) sunt, de asemenea, continue. Sistemele cu timp
continuu care nu satisfac aceasta proprietatea (cel putin una dintre functiile X (¢) si

Y(¢) nu este continud pentru orice stare initiald X, si orice intrare U(f) continud)
se numesc seminetede.
¢ Circuitele electronice formate din elemente analogice, dar care contin si un releu

electromagnetic avand cel putin un contact conectat in circuit, sunt sisteme continue
seminetede.
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Sistemelor cu timp discret (numite, pe scurt, discrete) sunt acele sisteme la

care marimile de intrare, de stare si de iesire iau valori numai la anumite momente
discrete de timp ¢, =kT, keZ . Alegand, prin conventie, perioada (tactul) 7=1,

rezultd ¢, =k sideci timpul ¢ este o variabild de tip intreg (f€Z).

Sistemele discrete la care marimile de intrare, de stare si de iesire sunt
cuantificate, adica iau un numar finit de valori, se numesc sisteme finite sau
automate finite. Sistemele finite la care variabilele iau numai doua valori distincte
(“0” si “1) se numesc sisteme logice, iar sistemele finite la care variabilele iau un

numar mare de valori se numesc sisteme numerice (digitale).

¢ Dispozitivele de semnalizare optica si acusticd (pentru alarmare la iesirea unei
marimi fizice in afara limitelor admise) sunt sisteme logice, iar calculatoarele sunt sisteme

numerice.

Semnalele numerice obtinute prin egantionarea (discretizarea) semnalelor de
timp continuu se numesc semnale esantionate, iar sistemele cu semnale esan-

tionate se numesc sisteme cu esantionare sau sisteme esantionate.

1.2.2. Sisteme liniare si neliniare

Sistemele liniare sunt acelea care, in orice conditii, verificd principiul
superpozitiei (suprapunerii efectelor): suma efectelor cauzelor este egala cu

efectul sumei cauzelor, adica

unde prin E(c;) am notat efectul cauzei c; .

In cazul unui sistem liniar aflat initial In regim stationar, daca intrdrii
u=f,(t) ii corespunde iesirea y=g,(¢), iar intrdrii u= f,(¢) 1i corespunde iesirea
y=g,(t), atunci intrarii

u=a,fi)+a,f,t)

ii va corespunde iesirea
y(O)=ag,() +,8,(1) - )

Sistemul obtinut prin interconectarea a doud sau mai multor subsisteme
liniare este, de asemenea, liniar. Reciproca acestei afirmatii nu este totdeauna
adevaratd, adica liniaritatea unui sistem nu implicd in mod necesar liniaritatea

subsistemelor componente.
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Sistemele neliniare sunt acele sisteme care nu satisfac in toate cazurile
principiul superpozitiei (adica acele sisteme care nu sunt liniare). Modul necons-
tructiv de definire a sistemelor neliniare (prin negarea unei proprietati) si
multitudinea modurilor de manifestare a neliniaritatilor conduc la ideea imposi-
bilitatii construirii unei teorii unitare, aplicabile la toate sistemele neliniare. In
consecint, sistemele neliniare sunt studiate pe clase de sisteme, definite pe baza

unor proprietiti comune.

1.2.3. Sisteme cu si fara memorie

Sistemele fara memorie (numite §i statice) sunt sisteme de ordinul zero (fara
variabile de stare), avand valoarea iesirii ¥ la momentul ¢ complet determinatd de
valoarea intrarii U la momentul 7. La aceste sisteme, iegirea urmareste instan-
taneu (fara intarziere) variatiile in timp ale intrarii. Sistemele fard memorie nu au
capacitatea de memorare a istoriei trecute si nu contin in componenta lor elemente
capabile sa Tnmagazineze §i sa transfere cantitdfi semnificative de masa si energie.

Sistemele cu memorie (numite si dinamice) se caracterizeaza prin prezenta
regimurilor tranzitorii, ca o consecintd a faptului cd includ in componenta lor
elemente capabile sd acumuleze si sa transfere, cu viteza finita, cantitati semni-

ficative de masa si energie.

¢ Sistemul reprezentat de circuitul electric RLC din figura 1.4 este, evident, un
sistem cu memorie. Un circuit simplu format numai dintr-o rezistentd R, avand ca intrare

tensiunea si ca iesire curentul (sau invers), este un sistem fara memorie.

1.2.4. Sisteme stationare si nestationare

Sistemele stationare (invariante sau cu parametri constanti) au structura si
parametrii interni constanti in timp, iar sistemele nestationare (cu parametri
variabili) au structura variabila in timp, sau cel putin un parametru intern variabil
in timp. Starea unui sistem stationar aflat initial in regim stationar (caracterizat
prin constanta in timp a tuturor variabilelor de intrare, stare, iesire) se poate

modifica numai din exterior, prin actiunea variabilelor de intrare.

¢ Un exemplu de sistem cu parametri variabili este cuptorul tubular cu flacara
directd la care, in timp, se produc fenomene de depunere si de cocsare a materialului
tubular prin care circuld produsul incilzit, ceea ce are ca efect modificarea parametrilor de
transfer termic.

Circuitul electric din figura 1.5, avand intrerupatorul I actionat la momente arbitrare
de timp, este un sistem cu structura variabila.
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1.2.5. Sisteme monovariabile si multivariabile

Sistemele monovariabile au o singura intrare §i o singura iesire. Sistemele
multivariable au cel putin doua intrari si doua iesiri. In plus, cel putin o iesire este

influentatd de minimum doud intrari.

Sistemele cu o singurd intrare (m=1) si mai multe iesiri ( p>1), precum si
sistemele cu mai multe intrari (m>1) si o singura iesire ( p=1), pot fi reduse la p,
respectiv m sisteme monovariabile. Sistemele monovariabile se mai numesc siste-
me SISO (single input-single output), iar sistemele multivariabile se mai numesc

sisteme MIMO (multi input-multi output).

o T e o B e o B
8 I o J/Hz
2T 2 — oo 42
CIT Ci— 7
o e T @
Fig. 1.5. Sistem cu structura Fig. 1.6. Sistem multivariabil.
variabild.

¢ Circuitul electric de tip RC din figura 1.6, avind ca intrari tensiunile u, si u,, iar ca

iesiri tensiunile v i v ,, constituie un sistem multivariabil.

1.2.6. Sisteme cu parametri concentrati si distribuiti

Sistemele cu parametri concentrati sunt acelea la care se poate considera, cu
suficientd precizie, cd marimile fizice asociate oricarui element al sistemului au
aceeasi valoare in toate punctele elementului.

Sistemele cu parametri distribuiti sunt acelea la care cel putin o marime
fizica asociatd unui element dimensional al sistemului are valori care difera
sensibil de la un punct la altul, adica are valori distribuite de-a lungul unei linii, in
plan sau in spatiu.

Deoarece toate obiectele fizice sunt de tip spatial, pentru determinarea
caracterului concentrat sau distribuit al unui obiect se tine seama de timpul de
propagare a masei (energiei) pe directiile spatiale ale obiectului, care depinde de

dimensiunile acestuia si de viteza de propagare. Mai exact, se are in vedere timpul
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relativ de propagare, definit prin raportarea timpului de propagare la constanta de

timp dominanta ce caracterizeaza dinamica obiectului considerat.

¢ Pentru exemplificare, in timp ce presiunea unui gaz intr-un vas are practic aceeasi
valoare in toate punctele vasului, presiunea unui gaz intr-o conductd de transport cu
lungimea mare are, evident, valori diferite de-a lungul traseului. Prin urmare, primul
proces poate fi considerat cu parametri concentrati, iar al doilea trebuie considerat cu
parametri distribuiti.

Avand 1n vedere complexitatea formalismului matematic la sistemele cu
parametri distribuiti, in conditiile in care eroarea de modelare datoratd renuntérii la
ipoteza de distributivitate se incadreaza in limite acceptabile (timpul relativ de
propagare este sub 10 %), se preferd considerarea sistemului analizat ca fiind cu
parametri concentrati. In asemenea situatii, sistemele cu parametri distribuiti pot fi
tratate Tn maniera specificd sistemelor cu parametri concentrati, alegidnd ca
variabile de intrare-iesire marimi fizice locale asociate unor puncte (de obicei

extreme) ale obiectului fizic.

1.2.7. Sisteme cu timp mort

In cazul sistemelor fizice cu parametri distribuiti, la care viteza de propagare
a fenomenului este relativ redusa (cazul proceselor cu transfer de masa si transfer
caloric), intre marimile de iesire si marimile de intrare poate fi evidentiatd o
intirziere pura, de tip ,,timp mort". Astfel, dacd marimea de intrare suferd o variatie
la momentul =0 (fig. 1.7), efectul devine observabil la iesire incepand de la un
anumit moment #=7>0. Intervalul de timp 7 in care efectul este insesizabil la

iesire se numeste timp mort.

i
o £ Fig. 1.7. Raspunsul la intrare treaptd
¥ al unui sistem cu timp mort.
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¢ Un cuptor tubular pentru incilzirea petrolului, avand ca marime de intrare debitul
de produs (sau temperatura de intrare a produsului) si ca marime de iesire temperatura
produsului incalzit (la iesirea din cuptor), constituie un exemplu de sistem cu timp mort.

1.2.8. Sisteme deterministe si stochastice

La sistemele stochastice (probabiliste), spre deosebire de cele deterministe,
starea initiald X, si functia de intrare U, ,; nu mai determind in mod univoc
starea X la momentul 7. Sistemele stochastice au cel putin un parametru intern
(asociat structurii sistemului) care variaza aleator si imprima astfel un caracter
aleator (stochastic) marimilor de stare si de iesire.

Caracterul determinist sau stochastic al unui sistem nu este influentat de tipul
semnalelor aplicate la intrare (deterministe sau stochastice). Sistemele stochastice
genereaza intotdeauna semnal aleator, iar sistemele deterministe genereaza semnal
determinist la intrari deterministe i semnal aleator la intrari stochastice.

Daca anumite ipoteze asupra formei de variatie a semnalelor stochastice pot
fi admise apriori, atunci este posibila caracterizarea acestora pe baza elementelor
de calcul probabilistic si statisticd matematicd. Formalismul matematic este
considerabil simplificat in cazul sistemelor stochastice cu caracter stationar si
ergodic, care implicd constanta in timp a proprietitilor statistice si, respectiv,
permite analiza sistemului pe baza unui singur semnal aleator reprezentativ.

Un tip special de sistem stochastic este sistemul fuzzy, la care multimea
starilor si multimea iesirilor sunt multimi fuzzy (definite in mod vag, in sensul ca
un element apartine unei multimi de valori date intr-o masurd mai mare sau mai

mica, exprimata printr-o functie de apartenenta).

¢ La un set de automobile identice, din aceeasi serie, unghiurile de viraj pentru un
unghi dat al volanului formeaza o multime fuzzy, iar sistemul de directie este un sistem de
tip fuzzy (la care jocul volanului are o valoare aleatoare, datoritda modului de constructie

si uzurii In timp).

1.2.9. Sisteme deschise si inchise

Sistemele deschise (cu structurd deschisa) sunt caracterizate printr-un flux de
informatie unidirectional. Sistemele inchise (cu structura inchisa sau cu bucla
inchisd) sunt sisteme la care poate fi evidentiat un flux de informatie bidirectional.
Un sistem inchis contine cel putin un subsistem a carui intrare este influentatd de

propria iesire.
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¢ Un sistem automat este format din doud mari subsisteme: procesul (instalatia) de
automatizat P si dispozitivul de automatizare DA (fig. 1.8). Sistemele automate cu
structurile a) si b) sunt sisteme deschise, iar cele cu structura c) sunt sisteme inchise.
Sistemul cu structura a) este un sistem de supraveghere automatd (prin masurare $i
semnalizare), sistemul cu structura b) este un sistem de comanda automata (dupa un
program prestabilit), iar sistemul cu structura c) este un sistem de reglare automata a
procesului P.

| DA

c)

Fig. 1.8. Structuri ale unui sistem automat.

In cazul sistemului de reglare automata, dispozitivul de automatizare DA primeste
informatie despre starea curentad a procesului reglat P si, pe baza acestei informatii,
genereazda comenzi convenabile asupra procesului, in vederea mentinerii sau aducerii
acestuia Intr-o anumita stare doritd (de referintd). Abaterea starii curente a procesului de la
starea de referintd se datoreste actiunii perturbatiilor si/sau modificarii starii de referinta.

1.2.10. Clasificari ale sistemelor automate

a) Dupa natura elementelor din componenta dispozitivului de automatizare si
a semnalelor de comunicatie intre aceste elemente, sistemele automate pot fi:
electronice, pneumatice, hidraulice, mecanice $i mixte.

Sistemele electronice sunt superioare celorlalte in privinta performantelor
transmisie a semnalelor la distantd. In mediile cu pericol de explozie, sistemele
electronice pot fi utilizate numai dacd au fost fabricate in constructie antiex-
ploziva. Cand sistemul automat contine elemente de natura diferita, interconec-
tarea acestora se face prin intermediul elementelor convertoare (de interfata).

b) Dupa gradul de universalitate a elementelor din componenta dispozitivu-
lui de automatizare, sistemele automate pot fi unificate sau specializate. Sistemele

unificate contin elemente universale care functioneazd cu semnal unificat
(standard).



14 INTRODUCERE IN TEORIA SISTEMELOR AUTOMATE

Sistemele automate electronice de putere medie functioneazd cu semnal
electronic unificat 4 ... 20 mA c.c. Prin intermediul unei rezistente de 250 Q, acest
semnal poate fi transformat in tensiune in gama 1 ... 5 V. Semnalul de tip curent,
spre deosebire de semnalul tip tensiune, poate fi transmis fara pierderi la distante
mari de pana la 1000 ... 2000 m. Domeniul de variatie al semnalului unificat este
deplasat fata de zero, pentru ca si in cazul valorilor mici ale semnalului unificat,
raportul semnal util-zgomot sa ramana la o valoare ridicata. In plus, fiind curentul
de colector al unui tranzistor de putere, semnalul unificat nu poate fi generat la
valori apropiate de zero (care ar presupune aducerea punctului de functionare al
tranzistorului din zona de amplificare in zona de blocare).

Sistemele automate pneumatice de presiune medie functioneaza cu semnal
pneumatic unificat 0,2 ... 1,0 bar. Presiunea de 1 bar este suficient de mica pentru
a nu avea consumuri energetice ridicate si a nu crea probleme deosebite de
etangare; in acelasi timp, este suficient de mare, pentru ca prin intermediul unor
membrane circulare cu raza de 10...20 cm, sa creeze forte de ordinul sutelor de
kgf, necesare in actionarea robinetelor de reglare.

Sistemele automate specializate sunt utilizate in cazul unor automatizari de
mai mica amploare, cand nu se pune problema transmiterii semnalelor la distanta.
Aceste sisteme sunt de obicei cu actiune directd (fara energie auxiliard), simple si
robuste.

¢) In raport cu functia indeplinita, sistemele automate se clasifica in:

- sisteme automate de supraveghere (de masurare si/sau semnalizare);

- sisteme automate de protectie;

- sisteme automate de comanda directa (dupa un program prestabilit);

- sisteme automate de reglare (de comandad dupa un algoritm care tine seama
de starea curenta a sistemului reglat) ;

- sisteme automate de conducere (prin supraveghere, protectie, comanda,
reglare).

Protectia automatd presupune oprirea (blocarea) partialda sau totald a
procesului (instalatiei), atunci cand un parametru iese in afara domeniului
admisibil de functionare, afectind calitatea produsului finit si/sau securitatea
instalatiei respective.

Reglarea automatd constd in aducerea si mentinerea starii procesului in
vecindtatea unei stari de referintd, In conditiile modificérii in timp a stirii de

referinta si a actiunii perturbatiilor asupra procesului reglat.



REPREZENTAREA MATEMATICA
A SISTEMELOR

Comportamentul unui sistem 1n regim dinamic (care include regimul
stationar $i regimul tranzitoriu) poate fi descris pe baza unui model matematic,
format din ecuatii algebrice si din ecuatii diferentiale (ordinare sau cu derivate
partiale) sau cu diferente — dupa cum sistemul este cu timp continuu sau cu timp
discret. In teoria sistemelor se utilizeaza doud modalitati distincte de reprezentare
matematicd a sistemelor In domeniul timpului: prin ecuatii de tip intrare-iesire
(I-E) si prin ecuatii de tip intrare-stare-iesire (1-S-E).

Caracterizarea prin ecuatii de tip I-E implicd un formalism matematic mai

simplu, prin evitarea evidentierii tuturor aspectelor referitoare la comportamentul
intern al sistemului. In cazul unui sistem dinamic, valoarea iesirii y la momentul
¢ nu poate fi determinatd numai pe baza intrarii u, ,, fiind necesara si cunoas-

La sistemele reprezentate prin ecuatii I-S-E, conditiile initiale sunt incluse in
starea initiald X|,. Atunci cand se pune problema conducerii optimale a sistemului,
creste interesul de a dispune de cat mai multa informatie despre sistem, care sa fie
insd si convenabil structuratd. Aceste considerente justificd de ce conceptul de
stare a devenit esential in teoria moderna a sistemelor.

Reprezentarea matematica a sistemelor dinamice cu parametri distribuiti se
face prin ecuatii diferentiale cu derivate partiale, deoarece in afara variabilei ¢
mai intervine cel putin una dintre variabilele spatiale x, y, z. Aceste sisteme fac
parte din categoria sistemelor infinit dimensionale. In general, numarul » al
variabilelor de stare, adicd dimensiunea vectorului de stare X, determina
dimensiunea (ordinul) sistemului. Pentru reprezentarea matematica a sistemelor
monovariabile cu timp mort simplu, egal cu 7, In modelul sistemului fara timp
mort se Tnlocuieste functia de intrare u(z) cu u(¢—7).

In continuare ne vom referi la sistemele deterministe, cu parametri concen-

trati si fara timp mort, care sunt sisteme finit dimensionale.
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2.1. MODELAREA SISTEMELOR

Oricarui sistem cu memorie i1 se poate asocia un model dinamic - pentru
caracterizarea regimului de functionare dinamic si un model stationar - pentru
caracterizarea regimului de functionare stationar. Regimul stationar poate fi static
(cand variabilele sistemului sunt constante in timp) sau permanent (cand forma de
variatie in timp a variabilelor sistemului este constanta - de tip rampa, sinusoidal
etc.). In cadrul acestei lucrdri, vom considera modelul stationar ca fiind asociat
regimului stationar de tip static.

Modelele sistemelor statice (firda memorie) si modelele stationare ale
sistemelor dinamice (cu memorie) sunt constituite din ecuatii algebrice, in timp ce
modelele dinamice al sistemelor dinamice sunt constituite din ecuatii diferentiale
(la sistemele continue) sau din ecuatii cu diferente (la sistemele discrete). Modelul
dinamic include si modelul stationar, care se obtine din modelul dinamic printr-o
particularizare convenabilda (prin anularea derivatelor tuturor variabilelor — la
sistemele continue, respectiv prin egalarea valorilor oricarei variabile la toate
momentele de timp — la sistemele discrete).

Sistemelor liniare le corespund modele liniare (formate din ecuatii liniare),
iar sistemelor neliniare - modele neliniare (care contin cel putin o ecuatie
neliniard). In majoritatea aplicatiilor practice, pentru simplificarea formalismului
matematic, sistemelor cu neliniarititi usoare li se asociazd modele liniare sau
liniarizate.

Modelarea unui sistem real, adica operatia de obtinere a modelului
matematic, se poate efectua prin metode analitice, experimentale sau mixte.

Indiferent de metoda, operatia de modelare se bazeaza pe luarea in
consideratie a unor ipoteze de lucru, cu rol simplificator. In raport cu modul de
alegere a ipotezelor simplificatoare si cu gradul de concordantd a acestora cu
fenomenul real, modelul obtinut este mai simplu sau mai complex, reflectand
realitatea fizicd cu un grad de precizie mai mare sau mai mic. Dacd numarul
ipotezelor simplificatoare luate In consideratie este mare, atunci modelul obtinut
este simplu, robust, usor de prelucrat si de interpretat, dar mai putin precis. Nici
modelele foarte complicate nu nu sunt recomandate, datorita lipsei de acuratete in
rotunjire si trunchiere care apar in procesarea numerica etc.

Modelarea analitica a sistemelor tehnice se efectueazd pe baza legilor
generale i particulare care guverneaza fenomenele fizico-chimice asociate
sistemului real (legea conservarii masei sau volumului, legea conservarii energiei,

legea conservarii impulsului, legile echilibrului fizico-chimic, legile gazelor etc.).
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Legea conservarii masei este aplicata frecvent sub forma

dm,(t
00-0s0)=2"0. ()
care exprima faptul ca diferenta dintre debitul masic de intrare O, si debitul masic

de iesire O, este egald cu viteza de variatie a masei acumulate m,, .

Relatia (1) se obtine prin derivarea in raport cu variabila ¢ a ecuatiei de bilant

material
ml(t)_mZ (t):ma (t) 5

unde m(t), my(t) si m,(f) reprezintd respectiv masa intratd, masa iesitd si masa
acumulata in intervalul de timp [0, 7].

Ecuatia de bilant material (1) poate fi extinsd la bilantul energetic, cu
observatia cd in cazul reactiilor chimice trebuie sd se tind seama si de cildura
degajata sau absorbita prin reactie.

In cazul sistemului reprezentat de amestecatorul din figura 2.1, consideram ca
debitele volumice O, O, si QO pot fi modificate Tn mod independent, cu ajutorul
unor pompe reglabile. In consecinta, cele trei debite sunt marimi de intrare, iar
nivelul % si densitatea p sunt marimi de iesire. Pentru obtinerea modelului
analitic, presupunem ca:

a) cele doua fluide sunt incompresibile;

b) densitdtile p, si p, ale celor doud fluxuri de intrare sunt constante;

c) amestecatorul are aria sectiunii orizontale constanta;

d) amestecarea este ideala, adica in orice moment de timp, densitatea o are
aceeasi valoare in toate punctele amestecului.

Aplicand legea conservérii masei sub forma (1) si apoi, In mod similar, legea
conservarii volumului, avem

PO+ p0, —pO=A4 d(g;o) ) ()

dh
Q1+Q2_Q=AE > (3)

unde A4 este aria sectiunii orizontale a vasului. Din (2) si (3) rezultd urmatorul

model al sistemului:

A%=Q1+Q2—Q @)
Ah%"‘(Q] +0))p=p 0+ 0,
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Q1—> LLEEY
— Oy—— S P
k Q—} ?

Fig. 2.1. Amestecator cu debite comandabile (cu ajutorul pompelor).

Din forma modelului reiese ca sistemul este determinist, cu memorie,
stationar, neliniar (cu prima ecuatie liniard, iar a doua neliniard), cu parametri
concentrati si fard timp mort.

Modelul (4) sugereaza posibilitatea descompunerii sistemului S in doud

subsisteme interconectate (fig. 2.2), unul liniar (S;) si celalalt neliniar (S,).

Sa i:-
&y
o 51 i
0 —

Fig. 2.2. Descompunerea amestecatorului
cu debite comandate.

Daca inldturam pompa de evacuare §i presupunem ca scurgerea amestecului
din vas are loc liber (fig. 2.3), atunci debitul Q devine dependent de %4 si se

transforma din variabila de intrare 1n variabild de iesire. In regim laminar, corelatia

nivel-debit evacuat are forma liniara

O=ah , (5)
iar in regim turbulent, are forma neliniara
0=pn, (©6)

unde o si B sunt coeficienti dependenti de viscozitatea lichidului, de forma si

dimensiunile elementului de obturare.
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_() £ {7
A Py @
\ ’ i
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|1 g— A\
! _l/__
________________ []Q=P

Fig. 2.3. Amestecator cu scurgere liberd.

Tinand seama de aceste relatii, obtinem modelul de regim laminar

A‘é—h+ah=Q1+Q2

Ah p"‘(Ql"‘Qz)P =001 +0,05 (7
O=ah

respectiv. modelul de regim turbulent

49 g =0+0,

Ah_+(Q1+Q2)P PO +00, . 3
Q—ﬂ\/_

In schema descompusa din figura 2.4, subsistemele S; si S, sunt cu memorie, iar
subsistemul S3 este fard memorie. In primul caz, subsistemele S; si S; sunt liniare,
iar S, este neliniar, in timp ce in al doilea caz, toate cele trei subsisteme sunt

neliniare.

54 [ =,
4
0, s, | s; |2

-

Fig. 2.4. Descompunerea amestecatorului cu scurgere libera.
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In cazul in care amestecdtorul contine un deversor pentru mentinerea
constanta a nivelului (h=hy), sistemul are ca variabile de intrare debitele Q) si 0,
iar ca variabile de iesire debitul Q si densitatea p (fig. 2.5). Tinand seama de (4),
rezultd modelul

0=0,+0,

d : )
Ahod_/; +0p=p 0+ 0,

o— ¢ =
Qz—} _p}

Fig.2.5. Amestecator cu deversor.

Gradul de complexitate al sistemului si implicit al modelului creste atunci
cand o parte a debitului de iesire este recirculata (reintrodusa in vas).

Modelarea experimentala (numita si identificare) se efectueaza prin actiune
directd asupra sistemului, permitand fie identificarea globald a modelului (cazul
sistemelor de tip ,,black box”), fie determinarea valorii unor parametri ai acestuia,
atunci cand se cunoaste (din modelarea analiticd) structura modelului.

Pentru exemplificare, sd consideram un sistem liniar aflat initial In regim
stationar (cu intrarea u i iesirea y nule pentru #<0) si sd presupunem ca in urma

modificarii treaptd a marimii de intrare, u(f)=ca-1(¢), raspunsul experimental y(r)
al sistemului are forma din figura 2.6. Avand in vedere forma exponential concava

a raspunsului, sistemului i se poate asocia modelul

dy _
Tldt +y=Ku (10)
in care
K—ﬂ ~ Ios
=g h= 37 (1

unde 7os este timpul in care marimea de iesire devine egald cu 95% din valoarea sa
finald. Expresiile factorului de proportionalitate K si constantei de timp 7; rezulta

din solutia ecuatiei diferentiale (10) pentru u=a si y(0)=0, anume
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—t
y()=aK(1-e"), t>0.

Fig. 2.6. Raspunsul la intrare treapta al sistemului
de intarziere de ordinul unu.

Modelarea mixta imbina metodele si procedeele de tip analitic cu cele de tip
experimental. O variantd de modelare mixta este aceea in care forma modelului si
o parte dintre parametrii acestuia sunt obtinuti pe cale analitica, iar parametrii
necunoscuti sau cu un grad mare de incertitudine sunt determinati pe cale
experimentala.

2.2. SISTEME DE TIP INTRARE-IESIRE

Modelul general I-E al unui sistem continuu monovariabil de ordinul n are

forma generald
f(y(n)’y(n—l)’. ) u(r)’ M(r_l):' U, t) =0. (12)

Pentru »<n sistemul este propriu (strict propriu pentru r<n §i semipropriu
pentru r=n), iar pentru »>n sistemul este impropriu. Sistemele reale (fizice) sunt
sisteme proprii, dar uneori, pentru simplificarea formalismului matematic, se
utilizeaza si modele improprii. Cazul »=n=0 caracterizeaza un sistem static, de
ordinul zero (farda memorie).

Daca sistemul este liniar si stationar, modelul are forma primara (standard)

V'V rayrayy=bu” +b_u" V4 +bii+bu, a,#0 . (13)

n

any(") +a

n—

Prin conventie, variabila de intrare u si cea de de iesire y nu reprezinta

valorile absolute ale marimilor fizice corespunzitoare ale sistemului real, ci

variatiile acestora fatd de valorile lor initiale. Prin urmare, dacd inainte de
momentul initial 7, =0, sistemul se afld in regim stationar, atunci toate variabilele

sistemului sunt nule pe intervalul (-, 0).
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In cazul a,#0 si b,#0, sistemul este de tip proportional. Modelul stationar
(corespunzator regimului stationar - caracterizat prin constanta in timp a intrarii si
a iesirii), are forma

ayy=byu . (14)
In cazul a,=0 si b,#0, sistemul este de tip integral. Un asemenea sistem

are un singur regim stationar, corespunzator intrarii #=0. Sistemul pur integral are
modelul @,y =hyu , echivalent cu

by gt
y—;lj.oudt. (15)

Raspunsul unui sistem pur integral la intrare tip treapta este de tip rampa (cu panta

constanta).
In cazul a,#0 si b,=0, sistemul este de tip derivativ. In regim stationar,

variabila de iesire y are valoarea nuld. Modelul

_b du
a, dt

(16)

caracterizeaza un sistem impropriu de tip pur derivativ.

¢ Circuitul format dintr-un condensator este un sistem pur integral - daca se
considera ca intrare curentul si ca iesire tensiunea, sau un sistem pur derivativ - daca se

considera ca intrare tensiunea si ca iesire curentul.

Modelul I-E al unui sistem liniar stationar de ordinul n, cu o singura iesire si

m intrari, are forma primara

m
any(”) +an_1y(”_1) +~~‘+a1y+a0y=2[briu-(ri) +b i) +etbyu+byu ] (17)

i r—1,i %
i=l1

Daca sistemul are m intrari si p iesiri, atunci modelul I-E contine m-p ecuatii de
forma (13) - cate una asociatd fiecarui canal ce uneste o intrare cu o iesire, sau
p ecuatii de forma (17) - cate una asociata fiecarei iesiri.

Pe baza principiului superpozitiei, modelul primar (13) poate fi utilizat

pentru intrari nederivabile si chiar discontinue, sub forma secundara:

a,z2"+a, 2"+ +az+az=u
(18)

y=b.z" 4. +bz+byz

Din ecuatia (13) rezultd ca iesirea y este efectul sumei a r+1 cauze
(b,u(r), b,_lu(’_l), ---,byut), 1ar din prima ecuatie a modelului secundar (18) rezulta
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ca z este efectul cauzei primare u. Cea de-a doua ecuatie a modelului (18) este
expresia principiului superpozitiei, reflectind proprietatea ca iesirea y este suma
efectelor celor » +1 cauze si faptul ca unei cauze multiplicate si derivate 1i cores-
punde un efect multiplicat si derivat. Matematic, se poate constata ca ecuatia (13)
devine identitate prin inlocuirea variabilelor u si y din (18) in functie de derivatele
variabilei z .
In mod similar, modelul (13) poate fi extins si pentru intrari de tip impuls
Dirac, astfel:
aw” +a, W'Vt +apvraw= I; u(r)dr
(19)

(r+1)

y=b Wb W+ +byvrbyv

Modelul I-E al unui sistem discret liniar monovariabil si stationar are forma
primard
yO)+ay(t=1)+---+a,y(t—n)=bu(t)+bu(t-1)+---+b,u(t-r), (20)
echivalenta cu
Vit Y+ 4 a, =gy by by, (20

Ordinul sistemului este egal cu max{n,r} . Dacd by=0, sistemul este strict propriu.
Sistemul este de tip proportional atunci cand l+a+..+a,#0 si
by+b+---+b.#0, de tip integral cand 1+a,+...4+a,=0 si by+b+---+b,#0, de tip
derivativ cand 1+a,+...4+a,#0 s1 by+b+---+b,=0.
In conformitate cu principiul superpozitiei, modelul (20) poate fi scris sub

forma secundara

z(t)+a;z(t-1)+...+a,z(t-n)=u(t)
{ 21)

Y(6)=byz(t)+byz(t-1) ...+ b, z(t—r)

2.3. SISTEME DE TIP INTRARE-STARE-IESIRE

Modelul general I-S-E al unui sistem cu timp continuu, cu parametri

concentrati, are urmatoarea forma:

{X(t)=f(t,X(t),U(t)) (22)

Y=g, X(®),U()

in care U(f):R—>R" este functia de intrare, X(r):R—R" este functia de stare si
U(t):R—>R" este functia de iesire.
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La sistemele nefede, functiile f'si g sunt continue in raport cu X si U, iar la
sistemele seminetede, cel putin una dintre functiile f'si g este discontinud in raport
cu Xsau U.

Prima ecuatie a modelului (22) este ecuatia starii, iar cea de-a doua - ecuatia
iegirii. Deoarece ecuatia stdrii este de tip diferential, starea X urmareste variatiile
intrarii U cu intarziere.

La sistemele stationare (invariante), functiile f'si g nu depind explicit de ¢,
adica au forma f(X(¢),U(?)), respectiv g(X(?),U(?)).

Sistemele descrise prin modele I-S-E sunt sisteme proprii. Daca iesirea Y nu
depinde direct de intrarea U, adicd functia g este de forma g(#,X(¢)), atunci

sistemul se numeste strict propriu. La sistemele strict proprii, transferul intrare-
iesire este realizat in totalitate prin intermediul starii; in consecintd, iesirea este
strict intdrziatd in raport cu intrarea, in sensul cd nu contine nici o componenta
care sa urmareascd instantaneu variatiile intrarii. Dacd In ecuatia iesirii apare si

functia de intrare U(¢), atunci sistemul este semipropriu.
Un sistem continuu liniar stationar are modelul
X()=AX())+BU()

, (23)
Y(6)=CX ()+DU(z)

unde A(nxn) este matricea pdtrata de stare, B(nxm) - matricea de intrare,
C(pxn) - matricea de iesire si D(pxm) - matricea de transmisie directd. In cazul
D=0, sistemul este strict propriu.

Ecuatiile (23) pot fi scrise explicit (pe componente), astfel :

X 4 G || X by, by, | [
= + .
xn— anl ann xn —bnl bnm um
N i G || M dy dy, || t
. . ]y . .
Ypd Epl Cpnl LX, _dpl dpm Uy

Prin conventie, variabilele de intrare, de stare si de iesire ale sistemelor
liniare nu reprezintd valorile absolute ale marimilor fizice corespunzatoare ale
sistemului real, ci variatiile acestora fatd de valorile lor initiale.

La sistemele cu o singura intrare si o singura iesire (monovariabile), B este

matrice coloana, C este matrice linie, iar D este scalar :
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X ap 4, || 4 )
= e ] (24)
xn anl ann xn bn
X
y=[lg - ¢cl|:|+du. (25)
xn

In cazul sistemelor nestationare, matricele 4, B, C, D sunt functii de ¢.
Modelul I-S-E al unui sistem discret are forma

{X(ﬂrl): FE,X(0).U@)
Y=gt X(0,U®)

(26)

unde U(?):Z — R”, X():Z— R’ .72 — R’ iar f'si g au aceeasi semnificatie
cala (22).
Sistemele discrete, liniare i stationare au modelul I-S-E de forma

{X(t+l)= AX (E)+BU(t) o7

Y(H)=CX (t)+DU(¢)

unde A, B, C, D sunt matrice constante cu aceleasi dimensiuni ca la sistemele

continue. Modelul (27) poate fi scris si sub forma

Xpn=AX,+BU,
kel. (27"

Y, =CX,+DU; °

¢ Aplicatia 2.1. Fie circuitul electric din figura 1.2. Sa se afle:
a) modelul I-E pentru u; intrare si uc iesire;

b) modelul I-E pentru u; intrare si u; iesire;

c) modelul I-S-E pentru u, intrare, u- iesire si x;=uc- $i X, =up;

d) modelul I-S-E pentru u, intrare, u; si u, iesiri, x;=uc $i X, =up.
Sd se arate ca:

e) tensiunile u; si u, nu pot fi variabile de stare;

f) tensiunile up si u; nu pot fi variabile de stare.

Solutie. Avem :

duc

W, u1=uR+uC+uL. (28)

uR:Ri, UL=L%, l=C

a) Din primele trei relatii (27), rezulta
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duc o dPuc
W, UL—LC dtz .

Tinand seama de ultima relatie (28), obtinem modelul intrare-iesire

UR=RC

2
d uc

I a2

_t+uC=l/l1, (29)

unde constantele de timp 7} si 7, au expresiile 7;=RC, TZ:%. Sistemul este liniar,

continuu, de ordinul doi, stationar.

b) Din primele trei relatii (27), rezulta
ip=Ru, | dip=-u
R L L»> “C LC L-
Derivand de doua ori ultima relatie (28), obtinem modelul intrare-iesire
. R. 1 N
care poate fi scris sub forma
¢) Din relatiile (28) rezulta

o1 . R
N=RCM2 x2:I(_xl_x2+ul)a Uc=X

Cu notatiile p=1/(RC) si g=R/L, modelul I-S-E devine astfel :

X 0 X 0
Ly Sl e 2
X2 —q —q1Lx q

avand matricele

0 p 0
A:{ }, B:{ } , C=[1 0], D=0. (32)
-4 -9

d) Deoarece
Up==—X—Xp+uy,

modelul I-S-E are forma

N5 I o o et U
SRR W M et

e) Pentru x; =u, si x, =u; , din relatiile (28) rezulta

_gdi o ody
xz_Ldt’ =N

deci

5 u1=Ri+x1+x2.
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Prin eliminarea variabilei i, obtinem
TiTéjC.l:'XZ’ MlzTi).Cl‘l‘xl“l‘.Xé.

Din aceste relatii obtinem ecuatiile de stare
1

S B S SV S ISR I
xl—Ti( Xq x2+ul), xz_Tixl-i_(Ti 7.,2)XZ+M1 Tiul.

A doua ecuatie de stare nu se incadreazd in forma generald admisa, datoritd prezentei
derivatei marimii de intrare u .

f) Pentru x; =up si x, =u; , din relatiile (28) rezulta

_pi g di dwy _dx i dy
N=Ri, xo=Lgr = a T ar

Prin eliminarea variabilei i, obtinem ecuatiile de stare

1 . 1

__.X2, x2=——xl——x2+d1.
4 L n

Ca si in cazul anterior, cea de-a doua ecuatie de stare nu se incadreaza in forma generala
admisa, datoritd prezentei derivatei marimii de intrare u, .

¢ Aplicatia 2.2. Fie circuitul electric din figura 2.7, avind ca intrari tensiunile u; si
u,, iar caiesire tensiunea V. Sa se afle:

a) modelul I-E;
b) modelul I-S-E pentru cazul in care tensiunea V,; este variabild de stare.

i f1ov Ry
o I s e B 2]
T
Hll o lﬁz Fig. 2.7. Circuit tip RC.
o I <
Solutie. a) Avem
s w=Vy U=V _ 4V,
i +iy=ic +—=——=C——.
1T R, R, dt
Modelul I-E poate fi scris sub forma
Ti%"‘vlzklul“r‘kzuz 5 (34)
unde
__RiR, __ R __ R
TI_R1+R2C’ kl_Rl+R2 ’ k2_R1+R2 '

Sistemul este liniar, continuu, de ordinul unu, stationar.
b) Pentru x;=V,, obtinem modelul I-S-E
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{ Tixl =X +k1u1 +k21/l2 (35)

Vi=x
cu

Az—Tl, B=[k k)], C=1, D=[0 0].
1

¢ Aplicatia 2.3. Fie circuitul electric din figura 2.8, avand ca intrari tensiunile u | si
u,, iar ca iesiri tensiunile V; si V, . Sa se afle modelul I-E.

Blov R vy Rz

o1
Fig. 2.8. Circuit multivariabil tip RC.
b i Uy
et I el

Solutie. Sistemul poate fi descompus in doud subsisteme interconectate S, si S,

(fig. 2.9), avand fiecare aceeasi structura ca sistemul din figura 2.7

i
[
—
v, 81 Sa ¥a Fig. 2.9. Sistem multivariabil descompus.

In conformitate cu (34), avem

. 1 1 u, V

CV, :_(—R1 + Vi +—R11 +—R2 56
. 1 1 Vi U,

CV, :—(—R +—R2 W, +—R1 +_Ri

Prin eliminarea variabilei V,, apoi a variabilei V,, intre ecuatiile (36), obtinem
modelul I-E sub forma
{ TN+ (kT + k)N + (kg + ey =1V =Tty + kg + (ki =Dy
, (37)
KNy +(ka Ty +ky TN 5 + (kg + ey =DV o =(ky =Dy + Ty + Kyt

in care
k1=1+R1/R, k2=1+R2/R, T1=R1C1, T2=R2C2.

Sistemul este continuu, liniar, multivariabil, de ordinul doi, stationar.
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In cadrul analizei de tip intrare-iesire, consideram cd pana la momentul
initial #,=0, sistemul liniar s-a aflat intr-un regim stationar, in care toate variabi-

lele de intrare si de iesire sunt nule. In consecinta, raspunsul y(¢) al sistemului la o
intrare u(¢) data reprezinta raspunsul fortat al sistemului.

Pentru ca aceastd metoda de analiza sd poata fi aplicata la un sistem fizic,
trebuie sa consideram ca variabilele de intrare si de iesire ale sistemului sunt
variatiilor marimilor fizice respective fatd de valorile lor initiale. De exemplu, in
cazul unui cuptor tubular in care produsul este incilzit la temperatura 7 prin

arderea unui combustibil cu debitul Q, variabila de intrare este variatia debitului
de combustibil
u=A0=0-0,,
iar variabila de iesire este variatia temperaturii produsului la iesirea din cuptor
y=AT=T-T,.

In plus, consideram cd pentru 7<0, cuptorul s-a aflat intr-un regim stationar,
caracterizat prin debitul de combustibil Q, si temperatura produsului la iesirea din

cuptor 7.

In cele ce urmeaza sunt prezentate principale aspecte privind analiza de tip
intrare-iesire, in domeniul timpului, a sistemelor liniare, continue si discrete.

4.1. RASPUNSUL IN TIMP AL SISTEMELOR CONTINUE

In faza de stabilire a modelului sistemelor compuse (tip serie, paralel, cu
reactie etc.) se utilizeaza forma de reprezentare primara (standard) a sistemelor :

a, v +a, YV rayragy=bu” +b_ "V bpirbu, a,=0 . ()
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In faza de calcul al raspunsului sistemului se utilizeaza de regula forma secundara

a,z2"+a, 2"+ taz+ayz=u
2)

y=b,z" 4+ +bzi+byz

Raspunsul A(f) al sistemului la intrarea tip treaptd unitard u,=1(¢) se

numeste raspuns indicial sau functie indiciala, iar raspunsul g(¢) al sistemului la

intrarea tip impuls Dirac u=0,(t) se numeste raspuns pondere sau functie

pondere.

In conformitate cu (2), raspunsul indicial al sistemului este dat de relatia
h(t)=b,z\" +---+bhz+byz, t>0, (3)
unde z(¢) este solutia ecuatiei diferentiale
a,z2"+a, 2"+ taztayz=1, 4)
corespunzatoare conditiilor initiale nule
2(0+)=2(0+)=--=z""(0:)=0 . (5)

Conditiile initiale (5) rezulta din conditia ca toate derivatele z'(r), i=0,n—1 si fie

) este viteza de

®

functii continue pe R. Intr-adevar, tindnd seama ca derivata z

variatie a derivatei 29 0 variate brusca (discontinud) a derivatei z

(i+1)

ar implica o

variatie de valoare infinita a derivatei z'"’, ceea ce este 1n contradictie cu ecuatia

a,z2" +a, 2"+ raz+az=1).

Din conditia de continuitate in origine a derivatelor lui z(¢), de la ordinul 0 pana
la ordinul n—1, obtinem relatiile (5). In plus, din conditia ca ecuatia (4) sa fie
verificatd la momentul =0+, rezulta

Z"(0:)=1/a,.

Din (3) si (5) rezultd ca raspunsul indicial al sistemului, notat cu A(z), se

h(0:)=h(0)=---=h""D(0.)=0, A" (0)=b,/a,=0. (6)

Asadar, numarul conditiilor initiale nule ale raspunsului indicial al unui sistem cu
modelul intrare-iesire de forma primara (1) este egal cu diferenta dintre ordinul
maxim de derivare a iesirii y si ordinul maxim de derivare a intrarii u . Acelasi
numdr de conditii initiale nule, adicd n—r, 1l are raspunsul fortat al sistemului la

orice intrare finita, discontinud in origine. In particular,
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a) pentru »=n (cazul sistemelor semiproprii), avem A(0+)=b,/a, (rdspunsul

indicial este discontinuu in origine);
b) pentru »=n-1 avem h(0:)=0 si A(0-)=b,_,/a,#0 (raspunsul indicial este

continuu 1n origine, dar nederivabil);
c) pentru r=n-2 avem h(0:)=h(0:)=0 si ﬁ(0+) =b, ,/a,#0 (rdspunsul

indicial este continuu si simplu derivabil 1n origine) etc.
Pentru functii de intrare u(¢f) continue in origine, raspunsul y(¢) se caracteri-

continue si derivabile in origine - prin cel putin n—»+2 conditii initiale nule.
In general, calculul raspunsului fortat y(f) la o intrare arbitrard finita
u=f(®)-1(z) se face cu relatia (3), in care z(¢) este solutia ecuatiei diferentiale

a,z2"+a, 2"+ taztaz=1(1), (7)

Intre functia treaptd unitara u,=1(¢) si functia rampa unitara u,=t-1(f) exista
. t . ~ . . . .o, . ~ -
relatia ul(t)zjouo(r)dr. Tinand seama de principiul superpozitiei, intre raspunsul

s(¢) la intrare rampa unitara si raspunsul indicial A(7), exista relatiile:

t .
s(t)=j0h(r)dr . h(O)=5(t). (8)
De asemenea, din relatia

t

10)=[ 5@z, ©)
rezulta ca intre functia indiciala h(t) si functia pondere g(t) exista relatiile:

t

ho)=[ g@dr, (10)
dh(t

g0=40 (i

Ultima relatie exprimd faptul ca functia pondere este egald cu derivata in sens
generalizat a functiei indiciale. In conventia uzuala, relatia are forma

2(O)=h(t)+h(0:)5,(f). (12)

Daca se cunoaste functia pondere g(f), atunci se poate determina raspunsul
fortat y(7) al sistemului la o intrare arbitrar data u(¢), cu relatia de convolutie:

YO =[ gt-Du()dr . (13)
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Relatia de convolutie (11) este o consecintd directd a principiului
superporzitiei. Intr-adevar, dacd pentru intrarea impuls Dirac () avem raspunsul

. . . o t
g(?), atunci pentru intrarea u(f), echivalentd cu Io5o(t—r)u(r)dr, vom avea
t . e . .
raspunsul J'O g(t—7r)u(r)dr . O demonstratie explicita a formulei de convolutie poate

fi datd pe baza conceptului de functie indiciala.

B [n cadrul pachetului de programe de reglare “Control System Toolbox” din
MATLAB, modelul obiect de tip transfer intrare-iesire ("input-output transfer") al unui

sistem continuu si liniar se construieste cu ajutorul functiei #f, astfel
o stf=tf(b,a).
unde argumentele de intrare b si a sunt vectori linie formati cu coeficientii derivatelor
intrarii si, respectiv, ale iesirii din ecuatia primara (1):
b=[b, b,y - by by],  a=la, a, - a ).
In cazul r<n, argumentul de intrare b poate fi scris si sub forma b=[b, b,_; --- b by] .

Invers, din modelul s¢f'se pot extrage matricele b si a, fie cu ajutorul functiei #fdata,
e  [num,den]=tfdata(stf); b=num{1}; den=d{1};
fie prin referire directa la proprietatile obiectului model
e  b=stfnum{1}; a=stf.den{1};
Ultima cale permite, de asemenea, modificarea proprietitilor modelului st¢f, astfel:

o stfinum{l}=b; stf.den{1}=a;
sau
o stfinum{1}(i)=b,i; sttnum{l}(i)=a,;

Pachetului de programe “Control” contine functiile step, impulse si Isim (figiere cu
extensia m) pentru calculul si reprezentarea grafica a raspunsului indicial, a rdspunsului
pondere si a raspunsului fortat la o intrare arbitrara U data (de tip scard):

o [Y,t]=step(sthit);
e [Y,t]=impulse (stf;t) ;
o [Y.t]=Isim(stf,U,t) ;

Argumentul de intrare ¢ reprezintd vectorul timp si se defineste printr-o comanda
de forma ¢=t0:dt:t1, unde #0 este valoarea initiala (de regula egala cu 0), dt este pasul de
calcul, iar ¢1 - valoarea finald. Argumentul de intrare ¢ se poate omite, caz in care acesta
este generat automat de functia respectivd. Argumentul de intrare U gi argumentul de
iesire ¥ sunt vectori cu aceeasi dimensiune ca vectorul 7.

Daca functiile sunt apelate cu unul sau ambele argumente de iesire, atunci se
efectueazd evaluarea acestor argumente, fara reprezentarea grafica a raspunsului. In cazul

contrar, se efectueaza numai reprezentarea grafica a raspunsului.
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Modelul de tip intrare-stare-iesire ("state space") se construieste cu ajutorul functiei
ss, pe baza matricelor 4, B, C, D, astfel:
e sis=ss(AB,C,D).
Daca D este matricea zero, argumentul D poate fi inlocuit cu scalarul 0. Sistemul construit
prin comanda sis=ss(D) este de ordinul zero (fara dinamica), cu modelul Y=DU.
Un model de tipul I-E poate fi transformat intrunul de tipul I-S-E, cu ajutorul
functiei ss:
e sis=ss(stf);
Argumentul de intrare s¢f specificd obiectul (sistemul, modelul) asupra caruia opereaza
functia ss.
Invers, un model de tipul I-S-E poate fi transformat intrunul de tipul I-E, cu ajutorul
functiei ¢f:
o stf=tf(sis);
Din modelul sis se pot extrage parametrii matriceali 4, B, C, D, cu ajutorul functiei
ssdata
e [A,B,C,D]=ssdata(sis) ;
sau prin referire directa la proprietatile obiectului model:
e  A=sis.a; B =sis.b; C=sis.c; D=sis.d;
Ultima cale permite, de asemenea, modificarea proprietatilor modelului sis, in varianta
e  sis.a=A; sis.b=B; sis.c=C; sis.d=D;
sau 1n varianta
e sis.a(i,j)=al; sis.b(i,j)=bl; sis.c(i,j)=c1; sis.d(i,j)=d1;

¢ Aplicatia 4.1. Fie conexiunea serie de mai jos, formata din subsistemele:

) V+V=u+u, y - y
() 4y= 21 Z2 [

Sa se afle raspunsul indicial, raspunsul pondere si raspunsul la intrare rampa
unitara ale subsistemului 2, si ale conexiunii serie.
Solutie. Pentru determinarea raspunsului indicial h(f) al subsistemului 2,

formam ecuatiile:
2z4z=1, z(0F0, Mh=z+z.

Prin rezolvare, obtinem:
2(t)=1-¢"'2,  h()=1-05¢"% .

Subsistemul X, are rdaspunsul pondere
g1(6) = Iy (1) + I (0:)S,(1) =0,25¢ 7"/ 2+0,55,()

si raspunsul la intrare rampa unitard
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t
sl(t):johl(r)dr:t—1+e*”2 .

Pentru determinarea raspunsului indicial h(t) al conexiunii serie, formam ecuatia
diferentiala
4y+y=2m()=2—e""*,  Y0)0.
Prin rezolvare, obtinem:
h()=2+¢/2-3¢71/4 .

De obicei, raspunsul indicial al sistemelor compuse se determind pe baza modelului
conexiunii serie. Astfel, prin eliminarea variabilei V intre ecuatiile celor doud subsisteme,

obtinem modelul conexiunii serie
8y+6y+y=2u+2u .
In vederea determinarii raspunsului indicial al conexiunii, formam ecuatiile:

8z+6z+z=1, z(0Fz(00, g=2z+2z.
Prin rezolvare, obtinem:

20)=1+e"2=2¢"* h(t)=2+e"? =34 |
Conexiunea serie are raspunsul pondere
g(6)=h(t)+ h(0:)S,(1)=—0,5¢7/2+0,75¢ "
si raspunsul la intrare rampa unitard
s(t)zj;h(r)drzzt—lo—ze*”z+12e*”4 .
Tindnd seama de (7), raspunsul s(¢) poate fi obtinut si cu ecuatiile:

8z+6z+z=t, z(0Fz(0F0, s=2z+2z.
Rezulta:
2(0)=t-6-2e""248e7"'*,  s()=2t-10—2e7" 2412774,

Graficele de mai jos ale celor trei raspunsuri ale conexiunii serie au fost obtinute in

Matlab, cu programul:
sisl=tf([1 11,[2 1]);
sis2=tf(2.[4 1]);
sis=sis1 *sis2;
t=0:0.1:16;
h=step(sis,t);
g=impulse(sis,t);
u=t;
s=Isim(sis,t);
plot(t,h,t,g,t,0.1%s);
grid on;
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Fig. 4.1. Raspunsul indicial h(t), raspunsul pondere g(t)

si raspunsul s(t) la intrare rampa unitara.

¢ Aplicatia 4.2. Sa se arate ca sistemul de ordinul doi cu ecuatia
Y420, y+ 0t y=wiu, 0<E<1, w,>0

are raspunsul indicial
sin(oyt + o)

—1—e @21,
g)=l-e sina

unde ae(0,Z), cosa=¢, w=w,sina, w,=m,c0sa .
Solutie. Functia indiciala este solutia ecuatiei diferentiale
e bt e
y+ é:a)ny—i_wny_wn 4

pentru conditiile initiale y(0)=0, y(0)=0. Deoarece ecuatia caracteristicd are ridicinile
rp=—,* joy, rezulta ca functia indiciala este de forma

h(t)=1+Cie ™ sin(wyt +C,) .

Din conditia initiald ﬁ(O)=O, obtinem tgC, =wﬂ=tga, deci C,=a, iar din conditia
2

initiala h(0)=0, obtinem C;= sn:lc =ﬁ.
2

¢ Aplicatia 4.3 Consideram conexiunea cu reactie de mai jos, In care:
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e=u-V,
(21) 53./“‘)/: ke 5 k>0 I n s o=V El ¥
(22) V + V :y . -
v
Pentru u =1(¢), sa se afle y(¢) si e(f) in cazurile: 22

a) k=0,6; b)k=0,8; c)k=4.
Solutie. Prin eliminarea variabilelor e si
V, obtinem ecuatia conexiunii cu intrarea u $i iesirea y :
5p+6y+(k+)y=k(u+u).

Similar, prin eliminarea variabilelor y si V, obtinem ecuatia conexiunii cu intrarea u $i
iesirea e:
5¢+6e+(k+1)e=>5i+61u+u .

Pentru u =1(¢), avem:
{52+6z’+(k+1)z:1, 2(0)=2(0)=0

y=k(z+2z)

si
{52+6z'+(k+1)z=1, z(0)=z(0)=0

e=5z4+6z+z
Prin rezolvare se obtin rezultatele de mai jos.
a) pentru k=0,6:
2(1)=0,625-1250e" "4 +0,625¢ %% |
W()=0375-0450e "% +0,075¢ %
e(t)=0,625+0,750¢ ¥ -0375¢ "% ;
b) pentru k=08:
Z(f)=$[5—(3t+5)e‘0’6’] ,

$O)=gl4-(096t+4)e ],

e(t) %[5 +(Q2,4t+4)e0].
c) pentru k=4:
2(1)=0,2—¢ " (0,2c0s0,8:+0,15sin 0,8¢) ,

(£)=08+¢ " (~08c0s0,8¢+0,4sin0,87) ,
e()=0,2+¢ %% (0,8c0s0,87+0,9sin 0,8¢) .
Observatie. Conexiunea cu reactie, cu intrarea u §i iesirea e, are modelul stationar
(kte=u.
Rezulta ca pentru u=1(f), variabila de eroare e se va stabiliza la valoarea stationara

est:ﬁ .
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Prin urmare, eroarea stationara este cu atat mai mica cu cat factorul de proportionalitate £
al subsistemului de pe calea directd este mai mare.

L Tttt ettt el
: e =08 : :

DBF----- ——b—m - I e
] R T TR S T ST :
: k=06 : .
D'4-_ I R [t -ttt T T T TS |
: 1 ';:=4 I 1 1
0.2 $-n- -5tk Tl o nn R
g ! ! ! ! !

a 2 4 & B 10 i

Fig. 4.3. Raspunsul indicial y(t) al conexiunii cu reactie pentru diferite valori
ale parametrului k.

¢ Aplicatia 4.4. Subsistemele conexiunii cu reactie din problema precedenta au
ecuatiile:
(Z) y=e, e=u-v,
(Z,) Sv+ev=y.
Sa se afle: a) e(t) pentru u=1(¢) ; b) y(¢) pentru u=sint¢ .
Solutie. a) Sistemul cu intrarea u si iegirea e are ecuatia
5¢ +6e+e=5u+6u .
Pentru u =1(¥), avem:
{5'2'+6z'+22:1, z(0)=z(0)=0
e=5z+6z
Prin rezolvare se obtine:
e(t)=1,25¢"%% —025¢7" .
Deoarece lime(f)=0, sistemul reuseste sa elimine eroarea produsd prin modificarea
t—>0
treaptd a intrdrii u (fapt ce se datoreazi actiunii de tip integral a subsistemului ;). Mai
mult chiar, sistemul elimind eroarea pentru orice functie de intrare cu valoarea finalad
finitd. Intr-adevar, din ecuatia dinamica a sistemului cu reactie rezultd ca In regim
stationar (caracterizat prin #=u=0 si e=e=0), avem ey =0.
b) Sistemul cu intrarea u §i iesirea y are ecuatia

5y+6y+y=5u+6u.
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Raspunsul sistemului la intrarea u=sintz se obtine prin rezolvarea ecuatiei

diferentiale
5y+6y+y=5cost+6sint ,

in conditiile initiale y(¢#)=y(0)=0. Ambele conditii initiale sunt nule deoarece functia
u(t)=sint-1(¢) este continua in origine si n—r+1=2. Rezultd

_125 o 1+, 3 o0 14
y(t)—104e g€ +26smt 13cost.

Componenta sinusoidald a raspunsului are amplitudinea A=, /(%)2 +(%)2 =, /% .

4.2. RASPUNSUL IN TIMP AL SISTEMELOR DISCRETE

In faza de stabilire a modelului unui sistem compus din modelele

subsistemelor componente se utilizeaza forma de reprezentare primara (standard)

YO +ay(t=1)+---+a,y(t—n)=bu)+bu(t—-1)+--+bu(t-r). (14)
In faza de determinare analiticd a raspunsului fortat este insd preferatd forma
secundara
{ z(t)+az(t-1)+...+a,z(t-n)=u(f) (15)
y(O)=byz(O)+bz(t-1)+...+b,z(t-r)
1%(2)
LLLL
210l 12345 6 :

Fig. 4.5. Functia discreta tip treaptd unitara.

Calculul analitic al raspunsului fortat y(¢) al sistemului la o intrare analitica

data u=u(r), se poate face fie pe baza modelului primar fie, mai simplu, pe baza

modelului secundar. In cele ce urmeaza vom prezenta cea de-a doua metoda.

Metoda modelului secundar. Raspunsul z(¢) la o functie de intrare analitica

datd u=f()-1°(f) poate fi scris sub forma
2() =z () +2,(0) , (19)
unde z_(f) este solutia ecuatiei omogene cu diferente finite
z(H)+az(t-1)+...+a,z(t=n)=0

iar z,(¢) este o solutie particulara a ecuatiei neomogene cu diferente finite



ELEMENTE DE ANALIZA I-E A SISTEMELOR LINIARE 39

Z(O)+az(t-1)+..+a,z(t-n)=f(¢) . (20)

Ambele solutii z,,(f) si z,(f) sunt valabile pentru #>n. Solutia ecuatiei
omogene are forma
2y ) =Cisl +Cosh++--+Cs (1)

n

unde s;,s,,-+,s, sunt rddacinile (distincte) ale ecuatiei caracteristice
s"+ais" '+ +a, s+a,=0, (22)

iar C,,C,,---,C, sunt constante reale sau complex-conjugate.

n

Daci ridacinile s, si s, sunt reale si egale, atunci suma C;s+C,s5 trebuie
inlocuiti cu (C,+C,f)si. Daci s si s, sunt complex-conjugate, adici
s,=p(cosatjsing), atunci in locul sumei Cysi+C,sh, cu constantele C; si C,
complex-conjugate, se recomanda a se utiliza expresia p!(C,cosat+C,sinat), in
care constantele C; si C, sunt reale.

Constantele C;,C,, -+, C, se determind astfel incat solutia z(t)=z,()+z,(1),
initial valabila pentru ¢>n, sa verifice conditiile initiale la momentele de timp
n—-1, n—2, ..., 0. In acest fel, solutia finala z(¢) devine valabila pentru orice >0.
In conformitate cu (17'), conditiile initiale sunt date de relatiile
Zy=U,

4 =U — a4z

Iy T Uy 1= Zy 0,12

Solutia particulard z,(f) are, de reguld, o forma similara cu cea a functiei de
intrare f(¢). Astfel,

- pentru intrare impuls unitar (fig. 4.6), avem
z,(0=0, 1zn; (24)

- pentru intrare tip treaptd unitara, avem

_ 1 -
z) l+a+ay+ ... +a, ’ t=n; 25)

- pentru intrare tip rampa unitara, adicd u(7)=t-1°(¢), avem

ay+2a,+...+na, t
(I+a+ay+..+a,) +a+a+..+a,’

z, ()= t>n; (26)
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- pentru intrare tip putere, adicd u(f)=a’-1°(f), avem

t
a

z ()= , tzn. 27)
PP lvaa vaat + L vaa "
5°()
1
210l 12345 6 }

Fig. 4.6. Functia discretd tip impuls unitar.
Raspunsul sistemului la intrarea impuls unitar u=35°() reprezintd functia
pondere a sistemului si se noteaza cu g(f), iar raspunsul la intrarea treapta unitara
u=1°(f) reprezintd functia indiciala si se noteazd cu h(f). In conformitate cu

principiul superpozitiei, din relatiile
S°(=1°)-1°(t-1), 1°()=0°@O)+0°t—1)+---+5°(0), (28)
rezulta ca Intre functia pondere /(f) si functia indiciald g(¢) exista corelatiile
gO=hO—=ht=1), h0)=gO)+gt-1)+-+g(0). (29)

Daca se cunoaste functia pondere g(¢), atunci raspunsul fortat al sistemului la
o intrare arbitrard datd u(f) se poate determina cu ajutorul relatiei de convolutie:

20)=gOu(0)+ g(t—Du()++gOu(®)= D _glt—iu() . (30)

i=0

B In MATLAB, modelul obiect de tip transfer intrare-iesire ("input-output

transfer") al unui sistem discret liniar se construieste tot cu ajutorul functiei #f, astfel:
o stfd=tf(b,a,T);
unde b si a sunt vectori linie, formati cu coeficientii termenilor intrarii, respectiv cu

coeficientii termenilor iesirii din ecuatia primara (1), iar 7 este perioada de esantionare.

Vectorii a si b trebuie sd aibd aceeasi dimensiune, anume max(n+1, r+1), astfel ca:

b=[by b, ... b,], a=[ap a; ... a,] —In cazul r<n;
b=[by b, ... b,], a=[ag a; ... a,] —in cazul r>n.

Prin urmare, in cazul n#r , ultimele elemente (din dreapta) ale unuia din cei doi vectori se
aleg 0. Daca 1insa by=b,=...=b=0, atunci argumentul de intrare b poate fi introdus si sub
forma b=[b;+; bjs; ... b,] sau b=[bj:1 bjs» ... b,], dupd cum r<n sau r>n.

Invers, din modelul stfd se pot extrage matricele b si @ ca la sistemele continue, cu

ajutorul functiei #fdata sau prin referire directa la proprietitile obiectului model.
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Pentru calculul si reprezentarea grafica a raspunsului se utilizeaza aceleasi functii
ca la sistemele continue de tip I-E (step, impulse, Isim). Conversia unui sistem discret de
tip I-E intrunul de tip I-S-E se face cu functia ss, iar conversia inversa cu functia #f.

¢ Aplicatia 4.5. Se considera sistemul discret cu modelul

y(@)—ay(t-1)=bu(t) .
Sa se calculeze:
a) functia indiciala;
b) functia pondere;

¢) raspunsul la intrarea u(f)= sin%t 1°(2) .

Solutie. a) Metoda directd. Solutia ecuatiei omogene are forma y,, =Cia’, t>n=1.

Pentru u=1°(¢) si ¢>0, ecuatia sistemului devine

yO—ay(t-D)=b.

In cazul a1, solutia particulara este yp(t)zﬁ , t=1. Rezultd

y(t)=C1a’+% , t=1,

iar din conditia initiald y(0)=>b, obtinem:

l_dt+1

>
120,

Yo =b-

In cazul a=1, avem y,(¥)=bt, t=1. Rezulta y(¥)=C, +bt, t=1, iar din »(0)=b,
obtinem:
y()=b(t+1), t=0.
La acelagi rezultat se ajunge scriind solutia obtinta in cazul a#1 sub forma
V(O)=b(l+a+a*+---+a') siinlocuind apoi pe a cu 1.
Metoda inductiei. In ecuatia sistemului se Tnlocuieste ¢ succesiv cu valorile 0, 1, 2

etc. Avem:
y(0)=ay(-1)+b=b, y1)=ay(0)+b=b(a+1), yQ2)=ay()+b=b(a*+a+l),

care sugereazd faptul ci y(f)=b(a’+a’~'+---+a+1) pentru orice ¢ numir natural. In
conformitate cu principiul inductiei, considerdm relatia adevarata pentru ¢ si aratam ca
riméne adevarata si pentru ¢+1, adica y(t+1)=b(a’*'+a’ +---+a+1). Intr-adevir, avem:

yt+D)=ay(t)+b=ab(a’ +a' +---+a+1)+b=b(@* +al +---+a+1).

b) Metoda directa. Pentru u=5°(t) si t>1, ecuatia sistemului are forma omogena
Y(®)—ay(t—1)=0 si solutia y(f)=Cya’, t>1. Din conditia initiala y(0)=>b se obtine C,=b.

Prin urmare, functia pondere a sistemului are expresia

y()=ba', t>0.
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Metoda inductiei. Avem:
WO)=ay(=D)+bu(0)=b, y()=ay(0)+bu(l)=ab,

Y2)=ay)+bu2)=a*b, y3)=ay(2)+bu(3)=a3b,

deci y(t)=alb, t>0.
Metoda indirecta. Cu relatia g(t)=h(t)—h(t—1) , obtinem

. T . . .
¢) Pentru u=sin-g- $1 t>0, ecuatia sistemului devine

yt)—ayt-1)= bsin%t
Solutia particulard a ecuatiei este de forma y,()= Asin%t - Bcos%t , t21. Aceasta

solutie verificd ecuatia datd pentru
o (4-2Bap B 2ab
(2—\/§a)2 +a® (2—«/§a)2+a2 .
Solutia generala este de forma

W(t)=Ca’ + Asin%t—Bcos%t, t>1,
iar din conditia initiald y(0)=0 rezulta:
L2
6

Componenta sinusoidald a raspunsului sistemului are amplitudinea

Y E—
VQ2-Ba)’ +a*

(t)= Asin—+ B(a’ - cos%t) , 1>0.

¢ Aplicatia 4.6. Pentru sistemul
y(O)—ay(t=1)=bu(t=1)+byu(t=2),
sd se calculeze: a) functia indiciald; b) functia pondere.

Solutie. Forma secundarad a modelului sistemului este
z(t)—az(t—1)=u(r)
WO)=bz(t-1)+byz(t-2)
a) In conformitate cu aplicatia 4.6, in cazul a=#1, pentru u=1°(¢) avem

_ 41+
z(t)zllfa , 120,

deci
-1

—at —
y(z)zblllT‘z 10 —1)+by 0 0-2).

a
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Rezulta de aici
M0)=0;
_ -1
1=a™ 51
a

o, 1-at
y(l)_bl 1—a +b2 1—

In cazul a=1, avem z(¢t)=t+1, >0, deci ¥(0)=0si y(t)=(b,+by)t—b,, t=1.

b) Metoda directa. In conformitate cu aplicatia 4.6, pentru u=5°(¢) avem z(f)=a’,

t>0. Prin urmare
yO)=ba' " 1%t -1)+b,a! 2 1°(t-2),

deci
W0)=0; y(1)=b;
y(O)=(ba+bya=2, t>2.

Metoda indirecta. Cu relatia g(t)=h(f)—h(t—1) , pentru t>2 obtinem

1—g'™! 1—g"! 1— ~
4__p-—2 __p, “a =(ha+by)a"?.

¢ Aplicatia 4.7. Fie sistemul discret
10y(8)—ay(t—1)+ y(t—2)=4u(t-1) .
Sa se calculeze functia indiciala si functia pondere in cazurile: a) a=7; b) a=2.
Solutie. Scriem forma secundard a modelului
10z(f)—az(t 1)+ z(t—2)=u(?)
{y(r>=4z(r—1) '
a) In cazul a=7, solutia ecuatiei omogene in z este

Zom=C1-05"+C,-02" | 1>2.
Pentru u=1°(¢) si t>2, ecuatia neomogend
10z()—-7z(t -1 +z(t—-2)=1
are solutia particulard y p(t)zi si solutia generala
z(z)=%+c1 05 +C,-02" .

1

Din conditiile initiale z(0)=0 si z(l):m , rezulta

1 1 gst 1 oot
A)=g—505'+7302', 120,

Prin urmare, raspunsul indicial este
h(t):4z(t—1):1—§~0,5t+%-0,2[, 1>0.

Pentru u=0°(f), raspunsul pondere este
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g(:):h(z)—h(z—l)zg(o,sf—0,2’), 120 .
b) In cazul a=2, ecuatia caracteristica 10s®—2s+1=0 are radacinile
42
_—3]=p(cosaijsina) ,

127770

. Solutia ecuatiei omogene in z este

S‘w
o

1 1
unde p=——, cosa@=——, sina=
V1o’ Jio’

_t
Zom =10 2(Cicosat+Cysinat), 1>2.

Pentru u=1°(¢) si £>2, ecuatia neomogena
10z()—2z(t 1)+ z(t—2)=1

are solutia particulara y p(t):% si solutia generala

_t
z(t)=%+10 2(Cycosat+Cysinat) .

Din conditiile initiale z(0)=0 si z(1)=—, rezulta

1
10°
1 _L
z(t):§(1—10 Zcosat), t>0.
Raspunsul indicial este
_t
h(t):4z(t—1):%(1—10 2cosat), 120.

Réspunsul pondere se obtine astfel

_t
g(t):h(t)—h(t—l):%.l() 2sinat, t>0.

¢ Aplicatia 4.8. Fie conexiunea serie de mai jos, formatd din subsistemele:

(21) Vk —O,ZVk_l =O,11/lk +0,7uk_1 , id

El L Ez ——

(22) Ve t05y=21v, .

Sa se afle raspunsul indicial si raspunsul pondere ale conexiunii serie.

Solutie. Metoda 1. Pentru ukzlo(k) si k>1, ecuatia (secundard) a subsistemului 21
devine
{Zk _0’2Zk—l =1
Vk :O,lzk +0’7Zk—l .

Rezultd z, :%+ o 02%, k>1, iar din conditia initiald z,=1, obtinem

zk=%(5—o,2"), k>0,
si
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vV, =1-09-02%, k>0.
Din ecuatia subsistemului 22 rezultd

Yo=y1=0
si
Vi +0,5y, 1 =21-189-02F2, k>2.

Ecuatia are solutia
Y =1,4-27-0251 4+ C-(-0,5)%, k>2,

iar din conditia initiald y;=0, obtinem raspunsul indicial

By =14-2,7-0251413.(-05"", k=1
si raspunsul pondere
g =h —h,_=108-021439(-05", k>2.
In plus, avem A,=0 si gy=g;=0.
Metoda 2. Prin eliminarea variabilelor V,, V,_; si V,_, intre ecuatiile celor doud

subsisteme, obtinem ecuatia primara a conexiunii serie
Ve +03y, =01y, »=021u;, > +147u;_5.
Formam modelul secundar
2, +0.3z;_ =01z, =u(t)
{ Ve =021z_,+147z, 5

Pentru intrarea u de tip treaptd unitard, ecuatia in z are solutia

S

6+C1~0,2"+C2~(—0,5)", k=2

Zr =
iar din conditiile initiale zy=1 si zF% , rezultd

5 1

k, S k
= . + = (= >
Zk 6 14 0,2 21 ( 0,5) N k_O .

Mai departe, din y; =021z, _,+147z;_5 obtinem y,=3,=0 si

Y, =14-27-02""1413-(-05", k>2.

¢ Aplicatia 4.9. Consideram conexiunea cu reactie de mai jos, in care:

) z—za=aeg, a>0 ] g T [ T, ¥
2 Y08y =¢h - -

Sa se afle raspunsul indicial al sistemului pentru a=0,01.

Solutie. Prin eliminarea variabilei z Intre ecuatiile c¢,—c,_j=a(,—y;) si
Ve —0.8y,_1=z;_; , obtinem modelul conexiunii:
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Vi +(@=18)y, 1+ 08y, o =au;_;.
In cazul a=0,01, ecuatia sistemeului pentru intrare treapta unitard are forma
yk_1’79yk—l+038yk—2 =0,01 N kZl .

Pentru k>2, ecuatia are solutia y,=1-C;-a*+C,-b*, unde a=0927 si h=0863 sunt
radicinile ecuatiei caracteristice s>—1,79s+0,8=0. Din conditiile initiale ¥o=0 si
v =0,01, rezulta raspunsul indicial

b =1-Cy-d* +Cy-b*,  k2ky=0,

0902198, (=222 =095.

unde C,= b =

Graficele din figura 4.9, cu raspunsurile indiciale ale sistemului pentru trei valori
diferite ale parametrului a, au fost obtinute In Matlab.

ldp------- [ 2 el e R 1

=il I I I I
L o memee e Rt BEEREEEK
s L rors T
A A el
L R e e
al i

yra=iol ! ! ! !
R TR S S
0 ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 £

Fig. 4.9. Functiile indiciale ale sistemului inchis pentru a=0,01; a=0,03; a=0,.

4.3. SISTEME ECHIVALENTE INTRARE-IESIRE

Prin definitie, doud sisteme sunt echivalente intrare-iesire daca pentru orice
functii de intrare de tip original comune, raspunsurile (fortate) ale celor doua
sisteme sunt egale.

Daca doua sisteme sunt echivalente, atunci raspunsurile (functiile) pondere ale
acestora sunt egale. Reciproc, daca doua sisteme au aceeasi functie pondere g(7),

oL : : t . :
atunci din relatia de convolutie y(t):.[og(t—r)u(r)dr - la sistemele continue,

t
respectiv y(t):Zg(t—i)u(i) - la sistemele discrete, rezultd ca sistemele au
i=0
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raspunsuri egale pentru orice intrare de tip original comuna u(z) , deci sunt sisteme

echivalente I-E. Prin urmare, doud sisteme sunt echivalente intrare-iesire daca si
numai dacd au aceeasi functie pondere.
t
Din relatia h(t)=jot g(7)dr - la sistemele continue, respectiv h(t)=z g@)-la
i=0
sistemel discrete, rezultd cad doua sisteme sunt echivalente intrare-iesire daca si
numai dacd au aceeasi functie indiciala.
Sistemele liniare continue, invariante $i monovariabile, cu modelul primar de

forma

#0 ,

n

a,y"+a, YD+ trapray=bu+b w4t buitbu, a

sunt complet determinate de vectorul a al coeficientilor derivatelor marimii de
iesire si de vectorul b al coeficientilor derivatelor marimii de intrare:

a:[an an_l "'al ao], b:[b}" b}"—l bl bo]
Cu ajutorul celor doi vectori se poate construi urmatoarea functie rationala:

G(s)= b.s"+---+bs+b,

- , (31)
a,s" +-+a;s+a,
unde s este o variabild reald sau complexd. Aceastd functie rationald, numita
functie de transfer, permite caracterizarea completd a sistemului sub aspectul
corelatiei dinamice intrare-iesire. Din modelul intrare-iesire se obtine direct functia
de transfer si invers, din functia de transfer se poate scrie usor modelul intrare-
iesire. Numitorul functiei de transfer este chiar polinomul caracteristic al ecuatiei
diferentiale a sistemului.

O functie de transfer G(s) se numeste minimala dacd polinoamele de la
numadratorul §i numitorul functiei de transfer sunt coprime, adicd nu au nici o
radacina comuna. Prin simplificare, o functie de transfer neminimala poate fi adusa
la forma minimala.

Doua functii de transfer sunt considerate egale daca au aceleasi valori pentru
orice seC, cu exceptia unui numar finit de puncte. In consecinta, doua functii de
transfer sunt egale daca ambele au aceeasi forma minimala.

In mod similar, sistemului liniar discret, invariant si monovariabil, cu modelul

primar de forma
y(O+ay(t-=1)+---+a,y(t—n)=byu(t)+but—1)+--+bu(t-r),

1 se poate asocia functia de transfer rationald
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7

by+bz '+ tb 2"

G(z)= ;

; (32)

l+a,z~ n

+eta,z”
unde z este o variabila reald sau complexa.

Doua sisteme de ordinul #, continue sau discrete, care au aceeasi functie de
transfer sunt, in mod evident, echivalente intrare-iesire. Exista insa si sisteme de
ordin diferit care pot fi echivalente intrare-iesire.

Teorema de echivalenta intrare-iesire. Doua sisteme liniare §si monovariabile
sunt echivalente intrare-iesire daca si numai daca au functiile de transfer egale.

Observatii. 1°. Din teorema de echivalentd intrare-iegire rezultd ca un sistem
monovariabil 2 de tip I-S-E este echivalent intrare-iesire cu un sistem S de tip I-E
daca si numai daca sistemul X poate fi transformat intr-un sistem de tip I-E care
sa aiba functia de transfer egald cu functia de transfer a sistemului S.

2°. Un sistem de ordinul n se numeste minimal dacd nu existd un sistem
echivalent intrare-iesire cu ordinul mai mic decat n. Ordinul unei functii de
transfer este egal cu numarul tuturor polilor simpli si multipli ai functiei de
transfer, adica cu gradul polinomului de la numitorul formei minimale a functiei de
transfer. Din teorema de echivalentd intrare-iesire rezulta

Teorema de minimalitate. Un sistem monovariabil propriu de ordinu n este
minimal daca si numai daca functia de transfer este ireductibila, adica are
ordinul n .

Prin urmare, un sistem monovariabil este minimal dacad si numai daca toate
radacinile polinomului caracteristic sunt poli ai functiei de transfer, caz in care
polinomul caracteristic coincide cu polinomul polilor functiei de transfer.

¢ Aplicatia 4.10. Sa se afle parametrul m astfel incat sistemul
6y+my+2y=2u+u
sa fie echivalent intrare-iesire cu un sistem de ordinul unu.

Solutie. Sistemul are functia de transfer

2s5+1

G(s)=—5"—.
65 +ms+2
Aceasta se simplifica atunci cand radacina s;=—1/2 a polinomului de la numarator este si

radéacind a polinomului de la numitor. Pundnd aceasta conditie, rezultd m=7 si

_ 2s5+1 1
) =G Bs72) 3542

In consecinta, pentru m=7, sistemul dat este neminimal, fiind echivalent intrare-iesire cu

sistemul minimal de ordinul unu
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3y+2y=u.

¢ Aplicatia 4.11. Sa se arate ca sistemele
S;: 6y+5y+y=2u+u
S,: 3y+4y+y=u+u
sunt echivalente intrare-iesire.

Solutie. Sistemule au functiile de transfer

G,(s)= 2s+1 _ 2s+1 =1
1 652+55+2 (2s+DBs+1) 3s+1°

respectiv

G, (s)= s+1 _ s+1 _ 1
P35 44541 (sHDGs+D) 35+l

Cele doua sisteme sunt echivalente intrare-iesire deoarece functiile lor de transfer sunt

egale (au forme minimale identice).

¢ Aplicatia 4.12. Sa se arate ca pentru m=-2 si m:%l , sistemul de ordinul doi de

tip I-S-E
{)'cl =—Xx,+mx,—u

Xy =—2x—Xy+2u
y=x-—x
este echivalent intrare-iesire cu un sistem de ordinul unu.
Solutie. Pentru m=-2, din y=x-x, $i y=x—X,=x—x,—3u, rezultd —y+y=3u.
Prin urmare, sistemul dat este echivalent intrare-iesire cu sistemul de tip I-E

—y+y=3u,

{xl le —3u
Y=x

_)‘/:.)kl —)kz =X +0,5x2 —3u N

respectiv cu sistemul de tip I-S-E

Pentru m=—71 , avem

y=x1 +0,5)t2 —3u :_le —Xy —3u N
de unde rezulta
2y+y=—6u—3u .
Sistemul obtinut are functia de transfer
—6s-3_-3

G(s)= =—.
25245 S
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Prin urmare, sistemul dat este echivalent intrare-iesire cu sistemul de tip I-E pur integral

y==3u,

{561 =u
y=-3x

¢ Aplicatia 4.13. Sa se afle parametrul m astfel incat sistemul discret

respectiv cu sistemul de tip [-S-E

YO +(m+Dyt =)+ y(t =2)=u(@)+u-1)
sa fie echivalent intrare-iesire cu un sistem de ordinul unu.

Solutie. Sistemul are functia de transfer

1427 _ Zz4))
l+m+D)z 4272 2m+D)z+1

G(z)=

Functia de transfer se simplificd prin z+1 pentru m=1:

.z 1
G(z)—z+1—l+z_1 .

In acest caz, sistemul dat este echivalent I-E cu sistemul de ordinul unu

YO+ y(t=D=u(@) .

¢ Aplicatia 4.14. Pentru ce valori ale parametrului real m , sistemul discret
4y()+y(—D)+my(t—2)=2u(t)+u(t-1)
este neminimal.
Solutie. Sistemul are functia de transfer

_z(2z+4])

242771
G(z2)= = .
@ 4z%+z4+m

44z v mz

2

Aceasta se simplifica atunci cand una dintre radacinile z;=0 si z,=-1/2 ale polinomului

nu este minimal pentru m=0 si m=-1/2. Pentru m=0, avem

1

(2)= 2z+1 _ 2+z~
4Z+1 4+Z_1 i

iar pentru m=-1/2, avem

2z(2z4+1) _ 2z(2z+1) 2z 2

Y= Gerh@z D) Al 4T

In primul caz, sistemul dat este echivalent I-E cu sistemul de ordinul unu

4y(@)+y(t-1)=2u(t)+u(t-1),
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iar in al doilea caz, cu sistemul de ordinul unu

4y(@)—y(-1)=2u() .

4.4. DISCRETIZAREA SISTEMELOR CONTINUE DE TIP I-E

Sistemele discrete, atat cele fizice cat si cele abstracte, sunt sisteme
concepute si construite de om. Sistemele discrete abstracte apar fie ca sisteme de
sine statdtoare, fie ca rezultat al discretizarii unor sisteme (procese) continue, in
vederea simularii sau conducerii lor numerice.

Doua variabile, una de timp continuu (1€R) si cealaltd de timp discret

(t=kT, keZ), se numesc T-echivalente daca au aceleasi valori la toate momentele
de timp ¢, =kT . Atunci cand variabila de timp continuu u(¢) este de tip ,,7-scara”,

adicd este constanta pe fiecare interval de timp [, , #,,,],
u(t):u(tk) > te[tk > tk+1]

echivalenta este de ordinul zero. Daca u(t) este de tip ,,7-rampa” (continud pe R

si liniara pe fiecare interval T ), atunci echivalenta este de ordinul unu s.a.m.d.

Prin definitie, un sistem discret X° reprezinti discretizatul intrare-iesire de
ordinul zero si cu perioada T al unui sistem continuu X daci pentru orice intriri
T-echivalente de ordinul zero, iesirile fortate ale celor doud sisteme sunt
T-echivalente.

Discretizatul I-E se mai numeste echivalentul discret intrare-iesire.
Deoarece functiile treapta unitard 1(7) si 1°(¢) sunt T-echivalente de ordinul zero
(cu T=1), rezultd cd raspunsul indicial al unui sistem continuu si raspunsul
indicial al discretizatului acestuia de ordinul zero sunt functii T-echivalente.

Discretizatul X° se obtine fizic prin conectarea unui convertor discret-
analogic Cp.4 la intrarea sistemului continuu 2 si a unui convertor analog-discret
Cap la iesirea lui 2 (fig.4.10). Primul convertor transformd, prin extrapolare de
ordinul zero, semnalul de timp discret U’ in semnalul de timp continuu de tip
T-scarda U, iar al doilea convertor transforma semnalul de timp continuu Y in
semnalul de timp discret Y°, cu perioada T .
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UD U

0T2F !

UD

Cap

Cpa

Fig. 4.10. Schema discretizatului 2" al sistemului continuu 2 .

Pentru obtinerea discretizatului intrare-iesire de ordinul zero al sistemului

continuu

any(") +an_1y(”71) 4 .+al)}+aoy:bru(r) +br_1u(r71) +-- '+bll;t +b0u , a, #0
se procedeaza astfel:

a) se determina functie de transfer a sistemului continuu

-
G.(s)= b.s +---+bs+b,

n b
a,s" +-+as+a,

b) se calculeaza functia de transfer a discretizatului, cu relatia

G,(2)= (l—z_l)z rez%, (36)

unde s; sunt polii functiei G(s)/s, iar T este perioada de discretizare (esantio-

nare) L
¢) se aduce G,(z) la forma

_bytbz bz

G,(2)= T - (37)
I+az +-+a,z
si se scrie apoi ecuatia discretizatului I-E, sub forma primara standard:
Vit Vgt @, Vi, =gty +bypty_y+- -+ (38)

! Reziduul functiei F(s) relativ la polul simplu p este dat de relatia

rezF (s)‘szp =[(s=p)F(s)]

s=p°

Daca polul p are ordinul de multiplicitate m, atunci

rez FO) = ol p) s

s=p "
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Observatii. 1°. Pentru obtinerea unui discretizat aproximativ al sistemului
continuu, functia de iesire )(¢) se Inlocuieste cu y,_,, functia de intrare u(f) cu

u,_,, derivata y(r) cu diferenta (y,—y,)/T, derivata u(f) cu diferenta

(u,—u,_,)/T , derivata y(s) cu diferenta

=D/ T= =i D)/ T=i =)/ TV T =3 =231 4 +J’k—2)/T2 >

etc.

2°. Datoritd formei recursive a ecuatiei intrare-iesire, discretizatul 2° poate

fi utilizat in calculul numeric al rispunsului sistemului continuu X . In acest scop,
perioada de discretizare 7 se alege suficient de micd, iar intrarea de timp discret u;

a discretizatului se alege T-echivalentd cu intrarea u(¢) a sistemului continuu,
adicd u, =u(kT). Daca u(¢) este de tip T-scard, atunci raspunsurile celor doua

sisteme vor fi T-echivalente.

B In Matlab, modelul I-E al discretizatului de ordinul zero se obtine din modelul I-E

al sistemului continuu, cu functia
o stfd=c2d(stf,T);

unde T reprezinta perioada de discretizare.

¢ Aplicatia 4.15. Sa se afle discretizatul sistemului continuu de avans-intarziere
Ny+y=K(tu+u),
unde K este factorul de proportionalitate, 7;- constanta de timp de Intarziere, iar
7,- constanta de timp de avans.
Solutie. Sistemul continuu are functia de transfer

_ K(TIS"FI)
G)="

Calculdm functia de transfer a sistemului discret, astfel:

Ga@=0= e s T eh )

_ 1y 1 0/T -1
=K(-z )[1_ S
adica
by+bz"!
Gd(z):Lblil,
I+az
unde

a=—cT B =K% ., b=K(l-t T '),
1
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In consecinta, discretizatul are modelul intrare-iesire
Vi T @Y1 = bouy +byuty_y -
In cazul particular 7;=0, obtinem discretizatul sistemului continuu de intarziere de

ordinul unu

dy
T +y=Ku
! dt Y ’

sub forma
Vetaye =K+a)uy_ .

Prin inlocuirea marimilor y, y, ¢ i u din ecuatia sistemului continuu respectiv cu
Ok=yk-D/T 5 Y (= )/T 5wy,
obtinem discretizatul aproximativ, tot sub forma y, +a,y;_; =byu; +bu;_; , unde

T T-
Z1, by=KL, p=Kk—1
1 Yi 1

a1=

¢ Aplicatia 4.16. Sa se discretizeze sistemul de ordinul unu cu timp mort
Ty +y(O)=Ku(t-7).
Solutie. In cazul 7=0, discretizatul are ecuatia

Yetaye =KA+a)uy_y ,

-1/ (v. aplicatia precedentd). In cazul 7=mT , meN, discretizatul are

unde @ =-e
ecuatia

Yetaye=K(1+a)u,_y,_ -



METODA OPERATIONALA
LAPLACE

Acest capitol este axat in principal pe analiza de tip intrare-iesire (I-E) a
sistemelor liniare continue (netede) cu ajutorul formalismului operational Laplace.
In plus, sunt abordate si analizate unele caracteristici structurale ale sistemelor din
perspectiva teoriei moderne, care are la baza formalismul de tip intrare-stare-iesire
(I-S-E).

Caracteristica principala a metodei operationale Laplace este forma simpla de
descriere matematicd a corelatiei dinamice intre intrarea si iesirea unui sistem liniar.
Anticipand, modelul operational dinamic al sistemului va avea o formd similara
celei a modelului stationar, la care iesirea y se obtine prin multiplicarea intrarii u
cu un factor constant de proportionalitate X :

y=Ku

O asemenea forma simpla a modelului operational dinamic are consecinte
pozitive in analiza si sinteza sistemelor compuse (de tip serie, paralel, cu reactie,
mixte). Simplificarea formalismului matematic se realizeaza insa cu pretul cresterii
gradului de abstractizare. Aceasta presupune, in primul rand, trecerea de la studiul
sistemelor in domeniul timpului la studiul in domeniul complex si, in particular, in
domeniul frecventei.

Metoda operationald Laplace are ca punct de plecare forma relativ simpla a

relatiei (modelului) de convolutie, care exprima raspunsul unui sistem liniar
continuu la o intrare datd u(f) de tip original (nuld pentru #<0), atunci cand se

cunoaste functia pondere a sistemului (rdspunsul la impuls Dirac) g(#):

()= gt~ ru(r)dT =g(t)*u(r).
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Rezultatul y(#) al operatiei de convolutie g(¢)*u(¢) depinde de intreaga evolutie a
semnalului de intrare u si a raspunsului pondere g pe intervalul [0,¢]. In acest

mod, valoarea curentd a iesirii y(f) cumuleaza toate efectele produse de semnalul
de intrare # la momentele de timp din intervalul [0,¢]. Relatia de convolutie

evidentiaza faptul ca functia pondere g(¢) contine toate caracteristicile dinamice ale

sistemului din perspectiva corelatiei intrare-iesire.
In cadrul metodei operationale Laplace, relatia de convolutie y=g*u va capata

forma algebrica

Y(s)=G(s)-U(s),
unde s este variabila complexa Laplace, iar Y(s), G(s) si U(s) sunt transformatele
Laplace ale functiilor y(r), g(¢) si u(f). Modelul operational este deci un model

abstract (in domeniul complex), dar care exprimd, intr-o forma algebrica simpla,
faptul ca iesirea complexa Y(s) este produsul dintre functia complexa G(s) asociatd

caracteristicilor dinamice ale sistemului si intrarea complexa U(s) .

5.1. TRANSFORMAREA LAPLACE

Variabilele de intrare, de stare si de iesire ale sistemelor liniare continue, aflate

in regim stationar pentru ¢<0, sunt functii de timp de tip original, care admit
transformate Laplace. O functie original f(¢) este nula pentru 7 <0, este continud si

derivabild pe portiuni si are rata de crestere cel mult exponentiald, adica existd 4>0
si B>0 astfel incat

f(0)< A®.

Pentru a fi satisfacuta prima proprietate, consideram ca variabilele sistemului fizic

reprezintd variatiile marimilor fizice respective fatd de valorile lor initiale (la
momentul #,=0-, sau chiar la toate momentele din intervalul (-,0) - daca

sistemul este 1n regim stationar pentru #<0). In cazul sistemelor fizice liniare,
raspunsul stare X (¢) si raspunsul iesire Y(¢) la orice functie original de intrare sunt

raspunsuri fortate de tip original.
Transformata Laplace sau imaginea Laplace a functiei original f(¢) este data

de relatia

F(s)iﬁ[ fOE["f@e™dt, seC.

56



METODA OPERATIONALA LAPLACE

Pentru ca integrala sd fie convergenta, partea reala o =Res a variabilei complexe
s=a+ jo este considerata ca fiind suficient de mare. In mod natural, s-a ales limita

inferioard a integralei ca fiind 0-, pentru a include in rezultatul transformarii si

efectul functiilor original generalizate (de tip distributii), asa cum este functia
impuls Dirac 6,(¢) .

In continuare, prezentam cateva proprietati uzuale ale transformarii Laplace:

e proprietatea de liniaritate

LIk f,@)+k, [,(Ol1=k LIAOI+ K, LI fH(0], (D
valabild oricare ar fi functiile original f|, f, si constantele reale k,, k,;

» proprietatea de derivare (integrare) in domeniul real'

LIfP0])=5"F(s), keZ; 2)
e proprietatea de derivare in domeniul complex
LIf (0]=—F'(s); 3)
e proprietatea de translatie in complex
Lle”f({)]=F(s+a), acC; 4)
e proprietatea de translatie in real
LIft-)]=eF(s); )
e proprietatea de scalare in real
LIf@))=1FE), a>0; ©)

e proprietatea valorii finale
lim f(¢)=limsF(s) (7)
t—00 50
(valabila numai in conditiile in care toti polii functiei sF'(s) au partea reald negativa,
deci sunt situati In stidnga axei imaginare);

e proprietatea valorii initiale

" In relatia (2), derivata f (k)(t) este consideratd functie tip distributie, fiind definitd inclusiv in
punctele de discontinuitate ale functiei f{¢). Astfel, prima derivati a functiei f(f)=e “-1(f) este

distributia f"(t)=0,(¢)—a e “-1(¢), unde 0,(t) este functia impuls unitar Dirac.
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lim £(¢)= lim sF(s) (8)

(valabila atunci cand limita din dreapta exista si este finitd);

e proprietatea produsului de convolutie
L[Jyg = )u(@)dr]=G(s)U(s). ©)

Transformarea Laplace inversa este operatia de obtinere a functiei original
f(¢)din imaginea Laplace F(s). Transformata Laplace inversd a imaginii F(s) este

datd de relatia
O'+_] ts
f(H)= il j F(s)e"ds, (10)

in care integrala se calculeaza de-a lungul dreptei cu abcisa constantd o suficient de
micd pentru a asigura convergenta integralei. In majoritatea aplicatiilor, pentru
determinarea transformatei Laplace inverse se utilizeaza metoda descompunerii
imaginii F(s) 1n fractii simple, pentru care se cunosc transformatele Laplace inverse
(functiile original).

Dintre transformatele Laplace mai frecvent utilizate, mentionam urmétoarele:

L1 Ll=L Lielel=. LIt 101=—.
Ll 0= s Lle ™ 0] = s
L cosbt-1(1)] = %’ L[ sinbt-1(r)] = m,
Lleosbt- 0] =5, Llsinbt-10)]=— f 5.
5.2. FUNCTIA DE TRANSFER

Prin definitie, functia de transfer a unui sistem liniar continuu §i monovariabil
este transformata Laplace G(s) a functiei pondere g(t) a sistemului. Din relatia de

convolutie

y(0) = gt-ryu(z)dr
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care exprima raspunsul fortat y(z) al sistemului la o intrare arbitrara de tip original
u(t), tinand seama de proprietatea produsului de convolutie (9), se obtine relatia

operationala intrare-iesire
Y(s)=G(s)U(s) (11)

unde U(s)este transformata Laplace a functiei de intrare u(f), iar Y(s) este
transformata Laplace a functiei de iesire y(¢).

Teorema functiei de transfer. Functia de transfer a unui sistem liniar continuu
este egala cu raportul dintre transformata Laplace a raspunsului sistemului la o
functie de intrare de tip original data §i transformata Laplace a functiei de intrare,
adica
_Y(s)

G(s)—U(S) .

Relatia (11) reprezintda modelul operational dinamic al sistemului. Acest model
are forma similard modelului stationar

yv=Ku,

unde K reprezintad factorul static de proportionalitate al sistemului (factorul static
de amplificare). Modelul operational dinamic are o forma simpla, dar abstracta,
deoarece nu opereaza direct cu marimile fizice ale sistemului, ci cu transformatele
Laplace ale acestora, care sunt functii de tip complex.

Sa consideram acum forma primard a modelului de tip I-E al unui sistem liniar

continuu monovariabil:
a y+a, vV +ray+va,y=bu+b_u" "V tbu'+byu, a,#0.

Aplicand transformarea Laplace ambilor membri ai ecuatiei diferentiale a sistemului
si tinand seama de proprietatea de liniaritate si de proprietatea derivarii in domeniul

real, obtinem forma primara a functiei de transfer

b,s" +b,_s" '+ .. +b s+b,

G(s)= (12)

a,s"+a, ;s" '+ . +a;s+a,

care are la numitor chiar polinomul caracteristic al sistemului.
La sistemele proprii (fizic realizabile), polinomul de la numaratorul functiei de

transfer are gradul mai mic sau cel mult egal cu gradul polinomului de la numitorul
functiei de transfer (r<n).
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In ecuatia diferentiald de tip I-E a sistemului, daca a, si b, sunt coeficienti

adimensionali, atunci toti coeficientii a; si b, sunt, din punct de vedere dimensional,

constante de timp la puterea i. Prin urmare, putem considera ca variabila s din
expresia functiei de transfer G(s) are, formal, dimensiunea inversului timpului.

Prin definitie, ordinul functiei de transfer este egal cu gradul numitorului
functiei de transfer simplificate (aduse la forma ireductibild), adicd este egal cu
numarul total de poli sau cu gradul polinomului polilor functiei de transfer. In
consecintd, dacd polinoamele de la numardtor si numitor sunt coprime (nu au
radacini comune), atunci G(s) are ordinul n. Diferenta n—r dintre gradul
polinoamelor de la numitorul §i numaratorul functiei de transfer reprezinta ordinul
relativ al functiei de transfer sau excesul poli-zerouri.

Un sistem se numeste de faza minima atunci cind functia de transfer este proprie
(<m) si nu are zerouri (rddacini ale numaratorului functiei de transfer simplificate)
cu partea reala pozitiva, adica situate in semiplanul din dreapta axei imaginare.

La sistemele de tip proportional, caracterizate prin a,#0 si by#0, avem

bO
G(0)=—"=K.
4
Prin urmare, G(0) este factorul static de proportionalitate al sistemului.
La sistemele de tip infegral, caracterizate prin a,=0 si by#0, functia de

transfer G(s) are pe s factor comun la numitor, deci are cel putin un pol in origine.
La sistemele de tip derivativ, caracterizate prin a,#0 si b,=0, functia de transfer

G(s) are pe s factor comun la numadrator, deci are cel putin un zerou in origine.

Regulatoarele continue de tip PID, cu ecuatia idealizata

1t de
c=Kp(e+ Fjogdt +Tda)+00’
1
au functia de transfer
1
Gp(s)=K, (1+T—+Tds). (13)
X
Aceastd functie de transfer este improprie (are gradul numaratorului mai mare decat
cel al numitorului) datoritda componentei derivative. In realitate, functia de transfer a

regulatorului are forma semiproprie
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1 T;s
G (s) K (1+—+ ), (14)
TS T, s+1

unde 7, este constanta de timp de Intirziere a componentei derivative (de reguld, cu

valoarea mult mai mica decit cea a constantei de timp derivative T,).

Functia de transfer G(s) a unui sistem poate fi scrisd si sub forma

K bs)

0O~ o)

eZ (15)
unde K este factorul de proportionalitate al sistemului, g reprezintd ordinul
integral, iar b(s) si p(s) sunt polinoame cu termenul liber unitar, deci cu
proprietatea b(0)= p(0)=1. Dupd cum ¢g=0, ¢>0 sau ¢g<0, sistemul este respectiv
de tip proportional, de tip integral sau de tip derivativ.

Observatii. 1°. Relatia Y(s)=G(s)U(s) permite confirmarea imediatd a
teoremei de echivalenta intrare-iesire: Doud sisteme liniare continue sunt
echivalente I-E (au acelasi raspuns la orice intrare de tip original comund) daca si
numai daca functiile de transfer ale sistemelor sunt egale (sunt reductibile la aceeasi
forma, deci au aceleasi valori pentru orice s € C din domeniul comun de definitie).

2°. Din relatia operationald intrare-iesire Y(s)=G(s)U(s), rezultd ca
transformata Laplace H(s) a raspunsului indicial h(t) al sistemului (la intrare
treapta unitard) are expresia

H(s)=T.

Din G(s)=sH(s), regasim relatia de legaturd intre functia indiciala A(¢) si functia
pondere g(t), anume g(¢)= % =h'(t)+h(0+)0,(t) .
Din proprietatea valorii initiale rezulta

h(0+)=1lim sH (s)=lim G(s)—b (16)

§—>0 §—>00

iar dacd b, =0 (sistemul este strict propriu), atunci

b

§—>00 §—>00

(17)

n

Prin urmare, un sistem semipropriu (b, #0) are raspunsul indicial A(7) discontinuu

in origine, un sistem strict propriu cu excesul poli-zerouri egal cu unu (5, =0 si

61



SISTEME DE REGLARE AUTOMATA. TEORIE SI APLICATIL

b,_,#0) are raspunsul indicial A(f) continuu si nederivabil in origine, iar un sistem
strict propriu cu excesul poli-zerouri egal cu doi (b,=0 si b, , =0) are raspunsul
indicial A(¢) continuu si derivabil in origine (tangent la axa timpului).

In cazul unui sistem semipropriu, avem

b a, b
' -1 _%n-1
K (0. =1L =n=ln
a, a,

Aceasta relatie poate fi dedusa din proprietatea valorii initiale, pe baza observatiei ca

sistemul strict propriu cu functia de transfer G,(s)=G(s)——" are functia indiciald
a

n

b
h(t)=h(?) —a—” -1(¢) , cu proprietatea /;(0+) =/4'(0+). Prin urmare,

b b
H(0:) = K(0-) = lim s2H,(s) = lim 5G; (s) ==L~ Za=Ln.
S—>00 §—>00 (,ln an

3°. Daca raspunsul indicial 4(¢) al unui sistem tinde la o valoare finita, aceasta

este egald cu factorul static de proportionalitate al sistemului, conform relatiei
: b,
limA(t)=G(0)=—=K . (18)
t—>00 a
0
Relatia (18) rezulta imediat din proprietatea valorii finale, astfel:

limh(¢) = limsH(s) = imG(s) = G(0).
t—0 s—0 s—0

Mai putem obtine relatia (18) pe baza observatiei ca la un sistem caracterizat printr-
un raspuns indicial 4(z) care tinde spre o valoare finitd, deosebim doua regimuri

stationare: unul trivial, pe intervalul (—0,0), si unul final, la incheierea regimului
tranzitoriu (teoretic, pentru t—o0). In cazul celui de-al doilea regim stationar, din
ecuatia modelului stationar, y=Ku, rezulta

y(0)=Ku(o)=K .
Prin urmare, la sistemele de tip proportional (cu factorul static de proportionalitate
finit si nenul), rdspunsul indicial A(¢) tinde la o valoare finita si nenula, in timp ce la

sistemele de tip derivativ (cu factorul static de proportionalitate egal cu zero),
raspunsul indicial A(¢) tinde la valoarea zero.
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4°. La sistemele caracterizate printr-un raspuns indicial A(¢f) care tinde la o
valoare finita, definim factorul (raportul) de magnitudine f, ca fiind raportul dintre

valoarea initiala si valoarea finald a raspunsului indicial, adica
_M0-)

" (o)
Din (16) s1 (18) rezulta

_G() _agh,

In= G(0) bya, " (19)

Regulatorul pur proportional, cu functia de transfer G,(s)=K, are factorul de

R’
magnitudine egal cu 1, iar regulatorul de tip proportional-derivativ, cu functia de
transfer

T;s
GR(S):KR(1+ )>
7,5+l
L T, L .
are factorul de magnitudine f, =I+—. In general, un factor de magnitudine mai
Ta
mic (care, uzual, nu trebuie sa depaseasca valoarea 20) asigura un semnal de

comandd mai neted (mai putin agresiv), o amplificare mai mica a zgomotului, o

uzura mai redusd a instalatiei comandate, un consum mai mic de energie si
combustibil. In cazul regulatorului cu componenta derivativa improprie (cu 7 ,=0),

factorul de magnitudine are valoarea .

5.3. MATRICEA DE TRANSFER

In conformitate cu principiul superpozitiei, pentru un sistem liniar multivariabil
cu m intrdri si p iesiri, dependenta iesirii Y(s) in raport cu intrarile U (s), U,(s),

..., U (s), este data de relatia
Y.(9)=G, (U, ()+G, (U, (s)+--+G, (U, (s),
unde Gl.j(s) este functia de transfer a canalului cu intrarea U ; siiegirea Y,. Relatiile

pot fi scrise pentru toate iesirile sub forma matriceald
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n| |6 G Gim || U
Y016 Gp Gom || Uy
_Yp _Gp1 sz Gpm__Um_
echivalenta cu
Y(5)=G(s)U(s),
unde
G G Gim
Gy Gny Gom
G=
I G sl G 2 G pm |
reprezintd matricea de transfer a sistemului (de tipul pxm). Relatia

Y(s)=G(s)U(s) exprima faptul ca in complex, vectorul ¥ al marimilor de iesire
este egal cu produsul dintre matricea de transfer G' a sistemului si vectorul U al
marimilor de intrare. Intre intrarea Uj(s) siiegirea Y(s) existd relatia operationald

Y.(s)= Gl.j (S)Uj (s).

In cazul sistemelor proprii, matricea de transfer G(s) poate fi reprezentata si sub

forma

K s"+K_ s" '+ +K s+K
G(S)Z n n—1 1 0 ,

n n—1
ans +anils +---+a1s+a0

(20)

unde K, i=1,2,---,n sunt matrice constante de tipul pxm, iar polinomul de la

numitorul matricei de transfer este cel mai mic multiplu comun al polinoamelor de
la numitorul tuturor functiilor de transfer Gl,j(s). Dacad toate functiilor de transfer

Gl.j(s) sunt ireductibile (minimale), atunci polinomul de la numitor este chiar

polinomul polilor matricei de transfer. Gradul polinomului polilor este egal cu
numarul total al polilor matricei de transfer, si reprezinta ordinul matricei de

transfer.
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Fie 2(A4,B,C,D) un sistem liniar, continuu §i cu parametri constanti,
monovariabil sau multivariabil. Aplicand transformarea Laplace ecuatiilor de stare
si de iesire

X()=AX()+BU(t)
{ Y()=CX(1)+DU(7)
obtinem
X(5)=(sI- A)'BU(s)
{ Y(s)=CX(s)+ DU(s)
Mai departe, inlocuind vectorul de stare X(s) din ecuatia stdrii In ecuatia iesirii,
rezulta matricea de transfer a sistemului (de tipul pxm), sub forma
G(s)=C(sI-A)'B+D . (21)
Functia matriceala
D(s)=(sI-A)7", (22)
de tipul nxn, reprezinta transformata Laplace a matricei fundamentale (de tranzitie
a stirii) @(f)=e?-1(¢). Intr-adevir, aplicind transformarea Laplace relatiei
D')=AD(1)+D(0+)5,(1),
unde @(0+)=I,obtinem
SO(s)=AD(s)+1, (sI-AD(s)=1, D(s)=(sI-A)".
Asadar, 1n afara metodelor in domeniul timpului (metoda diagonalizarii si metoda
Sylvester), exponentiala matriceald e’ poate fi calculati si cu relatia
el = L (sT-4)71. (23)
Matricea fundamentala @(s) este o functie matriceald patrata, rationala, strict

proprie. Ea poate fi scrisa sub forma

D (s)= % , (24)

unde P(s)=det(sI- A) este polinomul caracteristic, iar E(s) - matricea de inversare
asociatd matricei sI— 4. Elementele El.j(s) ale matricei patrate E(s) sunt polinoame

cu gradul mai mic sau egal cu n—1. Matricea fundamentala @ (s) poate fi adusa la

forma ireductibila

65



SISTEME DE REGLARE AUTOMATA. TEORIE SI APLICATIL

F(s)
u(s) °

D(s)= (25)
unde u(s) reprezintd polinomul polilor matricei fundamentale (cu gradul mai mic

sau egal cu n). Daci toate cele n” polinoame Ey'(S) si polinomul caracteristic P(s)

au cel putin o radacind comund, atunci gradul polinomului polilor matricei
fundamentale u(s) este mai mic decat gradul » al polinomului caracteristic.

Din forma primara a matricei de transfer a sistemului

CE(s)B

G(s)=C(sI-A)'B+ D= 206)

+D,

rezultd ca aceasta este o functie matriceald rationala proprie (strict proprie in cazul
D=0). Matricea de transfer poate fi adusa la forma ireductibila

K(s)
P(s) ~

G(s)= (26)

unde K(s) este o functie polinomiald matriceala de tipul pxm, iar P(s) este
polinomul polilor matricei de transfer (cu gradul mai mic sau egal cu n). Gradul
polinomului polilor P(s) reprezintd ordinul matricei de transfer. Daca toate cele
m- p polinoame ale matricei CE(s)B si polinomul caracteristic P(s) au cel putin o
radacind comuna, atunci gradul polinomului polilor matricei de transfer P(s) este
mai mic decat gradul »n al polinomului caracteristic P(s). In cazul contrar,
polinomul polilor coincide cu polinomul caracteristic, deci polii sistemului sunt
chiar valorile proprii ale matricei 4.

Observatii. 1°. Gradele polinomului caracteristic P(s), polinomului polilor
matricei fundamentale u(s) si polinomului polilor matricei de transfer P(s) sunt
ordonate astfel:

gr P(s) = gru(s) > grP(s) . (27)
Asadar, ordinul matricei de transfer a sistemului X(A4,B8,C,D) este mai mic sau egal
cu dimensiunea » a sistemului .

2° Din relatia Y(s)=G(s)U(s), rezultd cd doua sisteme cu functiile sau

matricele de transfer egale au acelasi raspuns fortat la orice intrare comuna de tip

original, deci sunt echivalente intrare-iesire. Acest rezultat constituie o extindere a
teoremei de echivalenta intrare-iegire la sistemele multivariabile:
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Doua sisteme liniare continue sunt echivalente intrare-iesire daca §i numai
daca au matricele de transfer egale.

Deoarece sistemele echivalente I-S-E sunt si echivalente I-E, rezultd ca doua
sisteme echivalente 1-S-E au aceeasi matrice de transfer. Acest rezultat poate fi
obtinut si direct, pe baza teoremei de echivalentd [-S-E. Astfel, daca sistemele

2(A4,B,C,D) si 2(A,B,C,D) sunt echivalente I-S-E, atunci:
G(s)=C(sI-4)'B+D =CS(sI-S748)"'S7'B+D =
=C[S(sI-S48)S' ' B+ D=C(sI-A)'B+D=G(s) .

Doua sisteme cu aceeasi matrice (functie) de transfer nu sunt insd, in mod necesar,

echivalente I-S-E (de exemplu, in cazul sistemelor de ordin diferit).

B In MATLAB, sistemul cu functia de transfer (12) se construieste cu functia #f, care
are ca argumente de intrare vectorii linie

num=[b_b

b ---b1 bo] si denz[an a, - q aO],

formati cu coeficientii de la numaratorul si respectiv numitorul functiei de transfer :
stf'=tf (num,den) .

In cazul r <n, vectorul num poate fi scris si sub forma num=[b, b, _, -

b by].
Alt mod de a introduce o functie de transfer este acela de a defini variabila Laplace
astfel
s=tf(‘s”);
si de a scrie apoi functia de transfer ca o expresie rationald de variabila s. De exemplu,
3s+1

552 +ds+2
s=tf(‘s’); stf=(3*s+1)/(5*s"2+4*s+2);

sistemul s¢#f cu functia de transfer G(s)= se construieste astfel:

In cazul sistemelor multivariabile, constructia se face prin concatenarea subsistemelor
monovariabile. De exemplu, sistemul s¢/ cu matricea de transfer

s+1 2s +1
2 2
_|s“+s5+2 s°+3s
G)=" 5041 -

s+2 s2+2
se construieste astfel:

s11=tf([1 1], [1 1 2]);
s12=tf([2 1], [1 3 0]);
s21=tf([5 1], [1 2]);
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s22=tf(1,[1 0 2]);
stf=[s11 s12;s21 s22];
sau
s=tf('s );
s11=(s+1)/(s"2+s+2);
s12=(2s+1)/(s"2+3%s);
s21=(5s+1)/(s+2);
$22=1/(s"2+2);
stf=[s11 s12;s21 s22];
De asemenea, sistemul multivariabil poate fi construit prin crearea a doud multimi de
vectori linie asociati numadratorilor si numitorilor functiilor de transfer din componenta
matricei de transfer:
Num={[1 1][2 I;[5 1] 1};
Den={[112][130];[12][102};
stf=tf(Num,Den);

2
Sistemul de ordinul zero s#f0 cu matricea de transfer G(s) :[ } poate fi construit astfel:
3 4

stfO=tf([1 2;3 4]);

Cu comanda
s1=stf(i,j);

din sistemul multivariabil stf se extrage subsistemul sl cu functia de transfer Gl.j(s) .

Sistemul cu reactie negativa srn avand pe calea directd subsistemul s#f'si pe calea de
reactie subsistemul s#f1 se construieste astfel:

srn=feedback(stf,stf1);
Sistemul s#f de tip I-E poate fi transformat in sistemul sis de tip I-S-E, astfel:
sis=ss(stf);
Invers, sistemul sis de tip I-S-E poate fi transformat in sistemul s¢f'de tip I-E, astfel:
stf=tf(sis);

5.4. FUNCTIA DE TRANSFER A SISTEMELOR COMPUSE

Cele mai intalnite sisteme compuse elementare sunt conexiunile serie, paralel si
cu reactie.
In cazul conexiunii serie din figura 4.1, notam cu G, G, si G respectiv

functiile de transfer ale subsistemelor X, X%, si sistemului compus X. Din
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Y(5)=G,(s)V (s)

si
V(s)=G(s)U(s),

rezultd Y(s)=G,(s)G,(s)U(s), deci G(s)=G,(s)G,(s).

LA B L4 za2 i

Fig. 4.1. Conexiune serie.

In general, functia de transfer a unei conexiuni serie de n subsisteme este egala cu
produsul functiilor de transfer ale subsistemelor componente, adica:

G=G,G,--G, (57)

Toti polii conexiunii serie sunt poli ai subsistemelor componente. In plus, daca
toate functiile de transfer G, si produsul acestora GG, --G, sunt functii rationale

ireductibile, atunci ordinul functiei de transfer a conexiunii serie este egal cu suma
ordinelor functiilor de transfer ale subsistemelor componente. De asemenea,

La conectarea in serie a sistemelor multivariabile trebuie indeplinita conditia ca
numdrul de iesiri ale unui subsistem sa fie egal cu numarul de intrdri ale
subsistemului urmator. Matricea de transfer a conexiunii este egald cu produsul

matricelor de transfer ale subsistemelor componente, in ordinea inversa, adica

G=GG .-G

nIn-1" 1 (58)
In cazul conexiunii paralel din figura 4.2, avem
Y(5)=V,(s)+V,(s)=GU(s)+ G,U(s)=(G, + G,)U(s)

deci G=G,+G,. In general, functia de transfer a unei conexiuni paralel de n

subsisteme este egald cu suma algebrica a functiilor de transfer ale subsistemelor

componente, adica

G=G+G,+-+G, . (59)

69



SISTEME DE REGLARE AUTOMATA. TEORIE SI APLICATIL

2

Xa

Fig. 4.2. Conexiune paralel.

Ca si 1n cazul conexiunii serie, toti polii conexiunii serie sunt poli ai
subsistemelor componente. In plus, daca functiile de transfer G ,G,,---,G, n-au

niciun pol comun, atunci ordinul functiei de transfer a conexiunii este egal cu suma
ordinelor functiilor de transfer ale subsistemelor componente.

Sistemele multivariabile pot fi conectate in paralel numai daca au acelasi numar
de intrari m si acelasi numar de iesiri p. Matricea de transfer a conexiunii este

egald cu suma algebricd a matricelor de transfer ale elementelor componente —
relatia (59).
In cazul conexiunii cu reactie negativa din figura 4.3, notdnd cu G, si G,
functiile de transfer ale subsistemelor X, si X, , avem
Y=GE=GU-V)=G(U-G,)Y),
deci Y=GU/(1+G,G,). Prin urmare, functia de transfer a sistemului cu intrarea U

siiesirea Y este

Gl
R T (60)
& E=U-V . ¥
+'j‘_\I E'1
V
L2

Fig. 4.3. Conexiune cu reactie.

Daca produsul G,(s)G,(s) este o functie rationald ireductibild, atunci toti polii

conexiunii inchise (cu reactie) sunt diferiti de polii subsistemelor componente, iar
ordinul functiei de transfer a conexiunii este egal cu suma ordinelor functiilor de

transfer ale subsistemelor componente.
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Sa consideram acum sistemul de reglare automatd dupa eroare (abatere) din
figura 4.4, avand ca marimi de intrare referinta R si perturbatia V' (aditiva la iesirea

e
g FS| Gogs) z,

Gr(s)

procesului).

i)

Fig. 4.4. Sistem de reglare automata.

Din relatiile
Y(5)=GU(s)+V(s), U(s)=G.C(s),
C(5)=GrE(s)=Gy[R(s)=M(s)], M(s)=G Y (s),

rezulta
Y(8)=GypR($)+ Gy V(s) ,  E(s)=GR(s)+GL, V(s), (61)
unde
G,G.G 1
_“rR7EP _
On=T1rq, © 9 iG> (62)
__ 1 _ ~Gr
®=1+G,” Y T1xG, (63)
cu
G,=G,G.G.G,. (64)

Formula functiei de transfer a unui canal intrare-iesire al sistemului de reglare
poate fi stabilitd dupd urmatoarea regula:

- numaratorul este produsul functiilor de transfer ale elementelor (canalelor) de
pe traseul direct intrare-iesire;

- numitorul este suma 1+G,(s), unde G,(s) reprezintd functia de transfer a
sistemului deschis (a conexiunii serie cu intrarea R si iesirea M , obtinuta prin
intreruperea buclei inchise, dupa traductor).

Sistemul de reglare are ecuatia polilor

14+G,G,GpG,=0. (65)
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Observatii. 1°. Perturbatia ¥ si referinta R sunt marimi de intrare aditive la
mdrimea de intrare a traductorului, respectiv la marimea de intrare a regulatorului.
Similar, putem considera cate un semnal aditiv la intrarea fiecaruia din cele patru
elemente ale sistemului de reglare. In consecinta, putem asocia sistemului de reglare
un numar de 16 functii de transfer care pot fi calculate pe baza regulei stabilite
anterior. Sistemul de reglare poate fi atunci considerat un sistem multivariabil, cu 4
intrdri (reprezentate de semnalele aditive aplicate la intrarile celor patru subsisteme)
si 4 iesiri (reprezentate de iesirile insumate ale celor patru subsisteme). Aceste

consideratii sunt utile In analiza stabilitatii starii sistemului de reglare.

2° La sistemele de reglare automatd multivariabile, vectorul referintd R,
vectorul iesire Y, vectorul perturbatie V', vectorul masurda M si vectorul eroare £

au, de regula, aceeasi dimensiune. Sistemul de reglare are matricele de transfer:

- -1

G, =(1+G,G,G,G,)'G,G.G,, G, =(1+G,G,G,G,)", (66)
-1 -1

Gy =(1+G,G,G,G,)", G, =(1+G,G,G,G,)'G,. (67)

B In MATLAB, pentru realizarea conexiunilor serie, paralel §i cu reactie se
utilizeaza functiile:
s=series(sis1,sis2) ;
p=parallel(sis1,sis2) ;
f=feedback(sis1,sis2,sign);
sau operatorii “+7, “+” i “/”:
s=sis1*sis2*sis3;
p=sis1+sis2+sis3;
f=sis1/(1+sis1*sis2);

5.5. CALCULUL RASPUNSULUI SISTEMELOR COMPUSE

Metoda operationala Laplace permite determinarea pe cale algebricd a
raspunsului fortat al unui sistem liniar continuu, simplu sau compus, la functii de
intrare analitice de tip original, atunci cand se cunosc ecuatiile fiecarui subsistem.

Calculul analitic al raspunsului unui sistem compus la o functie de intrare data
(tip impuls, treaptd, rampa, sinusoidal etc.) se face dupa urmatoarea metodologie:

e se determina transformata Laplace U(s) a functiei de intrare u(¢) ;

e se determind functiile de transfer ale subsistemelor componente;
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e se calculeaza functia de transfer G(s) a sistemului compus, corespunzé-toare
intrarii U si iesirii ¥ ;
e se calculeaza transformata Laplace Y(s) a raspunsului sistemului, cu relatia
Y(s)=G(s)U(s);
e se calculeazi rispunsul sistemului y(f)=L"'[Y(s)], prin metoda dezvoltirii
functiei Y(s) in fractii simple.
Calculul functiei pondere g(¢), al functiei indiciale A(7) si al raspunsului 7 (¢)

la intrare rampa unitara, se face cu relatiile

gO=LGEN, h0=L'17D, ho=£17%)). (68)

Valoarea initiala a raspunsului indicial este data de realatia
h(0+)=G(o).

Daca G(s) are toti polii situati in stanga axei imaginare, atunci raspunsul indicial
are valoarea finala

h(0)=G(0).

Pe baza acestor relatii putem construi calitativ graficul raspunsului indicial al
sistemelor de ordinul unu direct din functia de transfer, fara a mai efectua calcului
analitic al acestuia. In general, raspunsul indicial A(¢) satisface un numar de conditii
initiale nule egal cu excesul poli-zerouri al functiei de transfer G(s). Prima conditie
initiala nenula a rdspunsului indicial este egald cu raportul dintre coeficientii
termenilor de grad maxim de la numaratorul i numitorul functiei de transfer G(s).

. : . , b :
Astfel, dacd G(s) este strict proprie (b, =0), atunci h(0+)=0, A'(0+)=—2L si

a
n

h(0)=G(0).
La sistemelor multivariabile, pentru aflarea raspunsului y.(¢) la intrarea u].(t)

data, se calculeaza functia de transfer Gl.j(s), se determina  Y(s) cu relatia

Y(s)=G.(s)U .(t), iar in final se efectueaza transformarea inversa Laplace,
i ij j

(0 =LY(5)].

5.6. CALCULUL RASPUNSULUI SISTEMELOR ELEMENTARE
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In cele ce urmeaza vor fi calculate, interpretate si analizate raspunsurile
sistemelor elementare de tip pur integral, de intarziere de ordinul unu, de avans-
intarzere de ordinul unu, derivativ de ordinul unu, de intarziere de ordinul doi,

derivativ de ordinul doi si de avans-intarziere de ordinul doi.

5.6.1. Raspunsul in timp al sistemului pur integral

Sistemul pur integral (integrator) de ordinul unu, cu factorul de amplificare K si
constanta de timp integrala T, are modelul I-E de forma

dy _
T i1 =Ku (69)
si functia de transfer
_K
G(s)= Ts- (70)

Sistemul are functia pondere
_ 11 K,i_K
g(t)_L [T;S]_T;’

functia indiciala

kK
ho=L 717

1
si raspunsul la intrare rampa unitara, u=¢-1(¢),

_ M kK ,_K t*

W =L =5

Se observa ca sistemul pur integral de ordinul unu are functia pondere sub forma de
treapta, functia indiciala sub forma de rampa si raspunsul la intrare rampa unitara

sub forma parabolica (fig. 4.5).
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y Ry(2)
h(E)
i g(t)
= // —
0 ! 2 ¢

Fig. 4.5. Raspunsul sistemului pur integral de ordinul unu.

Sistemul pur integral de ordinul ¢ (g=>1), cu factorul de amplificare K si
constanta de timp integrala T, are modelul I-E de forma

T4 Y9 =Ku

si functia de transfer

G(s)=

(Ti9)?
5.6.2. Raspunsul in timp al sistemului de intirziere de ordinul unu

Sistemele liniare de intarziere de ordinul unu au ecuatia

74y
dt+y Ku, T,>0 (71)
si functia de transfer
__ K
G(S)_TiS‘i‘l’ (72)

unde K este factorul static de proportionalitate, iar 7, - constanta de timp.
Functia indicialé h(t) are urm[toarele proprietiti:  h(0+)=G(0)=0,
H(0+)=1limsG(s)= =7 si h(©0)=G(0)=K (fig. 4.6). Functia pondere, functia

§—>00 1

indiciala si raspunsul la intrare rampa unitara se calculeaza astfel:

K oK
g(t)_L []is_’_l] Ti c ’
K k-

(T +1) s Ts+1

W)= [-—-K ]=K(1-e""My,
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2
-1 K ar 1 T T t —t/T
K ek h —KT[L——e"'T).
h(H)=L [sz(T1s+1)] [sz s+Tls+1] 1[71 (I-e )]
A8
g S ——— 2
rRpe A=
/// Tiros Trog ¢
KT -

Fig. 4.6. Raspunsul sistemului de intdarziere de ordinul unu.

Functia indiciald A(¢) tinde simplu exponential si concav spre valoarea finala
K, atingénd valorile 095K si 098K respectiv la momentele de timp 7, o, =37 si

T ~4T Marimile T T

oy = o5 S1 T o caracterizeaza durata regimului tranzitoriu

(timpul de rdspuns) si permit o interpretare geometrica simpld a constantei de timp
T,. Altd interpretare geometricd a constantei de timp 7, este ilustrata in figura 4.7,

in care segmentul AC este tangent la exponentiala A(¢) 1n punctul A, situat arbitrar
pe exponentiald. In cazul 7, <0, raspunsul sistemului la orice tip de intrare nenula

este nemarginit (sistemul este instabil).
Pentru intrarea sinusoidald de tip original u =sinw?, rezulta

2
Y(s)= (s2+ a)az))l(<Ts + 1) 1+ a]szz 7 sT+1 as) f)Tzs)
deci
(f)_ 2T2 — 2 (0T +sinwt- ol coswt),
sau
y(t)=M(w)[e™" 1 sina +sin(wt - a)],
unde
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M(w)= , tga:aﬂ},ae(o,% .

36

3T, ¢

Fig. 4.7. Interpretari geometrice ale constantei de timp T, .

In regim sinusoidal permanent (dupa eliminarea componentei tranzitorii de tip

exponential), raspunsul sistemului are expresia
Y, ) =M(w)sin(wt—«a) .

Sistemul are modelul stationar y =Ku.

5.6.3. Raspunsul in timp al sistemului derivativ de ordinul unu

Sistemul derivativ de ordinul unu are ecuatia

Ly+y=Kru , T,>0 (73)
si functia de transfer
Krs
_h
GO)=7 7 (74)

unde K este factorul de proportionalitate,

, constanta de timp derivativa si 7|

constanta de timp de intarziere.
4

Y

Functia indiciala A(¢f) are urmdtoarele proprietati: 4(0+)=G(0)=K si

h(0)=G(0)=0 (fig. 4.8). Sistemul are functia pondere
K Tls) 3 ﬂ iy 1

CES R A S s iy

_ Kt 1 -7
1 1 t
g)=L" _Tl [50(1‘) T1e 1,
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si functia indiciala

_ 1 1 7__"""1
a1
0
AlE)
ﬂ Tros

Fig. 4.8. Raspunsul indicial al sistemului derivativ de ordinul unu.

Sistemul derivativ de ordinul unu este frecvent utilizat in generarea semnalelor

de comanda cu caracter anticipativ, deoarece raspunsul indicial este de tip ,,impuls”,
g

4

cu valoarea initiald K- si valoarea finala zero. Timpul de raspuns, in care A(f)

. o .. . C e e . —t/T;
realizeaza o variatie de 95 % din valoarea initiala (exponentiala e ' '! scade de la

valoarea initiald 1 la valoarea e>=0,05), este T o5 =3T,.

Scriind functia de transfer sub forma

6=

1
T1S+1)’

rezultd cd sistemul derivativ de ordinul unu poate fi obtinut prin conectarea paralel-
opusa a unui sistem de tip static si a unui sistem de intarziere de ordinul unu, ambele

avand acelasi factor static de proportionalitate.

5.6.4. Raspunsul in timp al sistemului de avans-intarziere
de ordinul unu
Sistemul de avans-intarziere de ordinul unu are ecuatia

Ty+y=K(zu+u), T,>0 (75)

si functia de transfer
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G(s)=—pr7, (76)

unde K este factorul static de proportionalitate, 7; - constanta de timp de intarziere,

iar 7, - constanta de timp de avans. Efectul de intarziere este dominant in cazul

T, >7,>0, iar efectul de avans este dominant in cazul 7} <7,.

Functia indiciald A(¢) are urmatoarele proprietati (fig. 4.9):

h(0+):G(oo):K%

s
h(0)=G(0)=K .
Functia pondere, functia indiciald si raspunsul la intrare rampa unitard se

calculeaza astfel:

K 1
e e

— ]——[Ta‘ (O+(1- 1) e "N,

K(rs+1 T L
O =L =K = KO- he 1
K(rs+1) 1L_T1_T (T, —1)
=L s*(T;s P A R

=KH7=0-p0-¢ ")

1

Sistemul de avans de ordinul unu (cu 7, >T7)) este frecvent utilizat in generarea
semnalelor de comanda cu caracter anticipativ, deoarece raspunsul indicial are o

. T . . " o T, .
valoare initiald de Tl ori mai mare decat valoarea finald. Raportul m =~ dintre

a0

| 4

valoarea initiald (maxima) si cea finala a raspunsului indicial se numeste factor de
g . < . : -1/T,

magnitudine. Timpul de raspuns (in care exponentiala ¢ *''! scade de la valoarea

initiald 1 la valoarea e =0,05) este T s =37

tr9

In cazul 7,<0 (cu zerou pozitiv), sistemul nu este de fazd minimd. Din

h(0+)=K7,/T, <0 si h(0)=K, rezultd ca raspunsul indicial are la inceput o variatie

brusca de sens opus fata de valoarea finala.
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h()
Tl.fﬂ =1

?}rgj i

'f--l.|I Tl
Fig. 4.9. Raspunsul indicial al sistemului de avans-intdrziere de ordinul unu.

Scriind functia de transfer sub forma

(7, ~T)s
G(S)—K[HW]»
rezultd ca sistemul de avans-intarziere de ordinul unu (cu 7, >7]) poate fi obtinut

prin conectarea paralel-opusa a doua sisteme, unul de tip static si celalalt de tip
derivativ de ordinul unu. Scriind functia de transfer sub forma

i n/h-l
G(S)_K(Ti 71S+1 )’

rezultd ca sistemul de avans-intarziere de ordinul unu poate fi obtinut prin
conectarea paralel-opusa a unui sistem de tip static si a unui sistem de intarziere de
ordinul unu.

5.6.5. Raspunsul in timp al sistemului de intarziere de ordinul doi
Sistemul de intarziere de ordinul doi are ecuatia diferentiala
T2y +2ETy +y=Ku, T,>0 (77)
si functia de transfer

K

G(s) = ,
(s) 7;2s2+2§7]s+1

(78)

unde ¢ reprezintd factorul de amortizare. Considerand factorul static de

proportionalitate K =1 si inlocuind constanta de timp T, cu /@, , unde @, >0 este

pulsatia naturala, ecuatia diferentiala si functia de transfer devin astfel:
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y+20y+aly=u, T>0 (79)
respectiv
2
0]
G(s)= 1 . 80
) sz+2§a)ns+a)j (80)

Deoarece excesul poli-zerouri este egal cu doi, functia indiciala A(¢) este continud in
origine si tangentd la axa timpului, adica /(0+)=4'(0+)=0. In plus, daca £>0,
atunci /() =G(0)=1. Ecuatia diferentiala a sistemului poate fi scrisd si sub forma

I}y + Ty+y=Ku, T,T,>0,
unde 7, si T, sunt constante de timp.

Cazul 0<¢&<1 (regim oscilant amortizat). Pentru intrare treaptd unitard,
transformata Laplace a raspunsului sistemului este

602

Y(s) n =%—

3 s+2m,
s(s?+ 2w s+ a)}f)

s2+ 2w s+ a),f

(s+téo ) +lw,
(s+é0 ) +(@1-82)

=1_
s

Cu notatiile
o =0oN1-&, ¢E=cosa, ae(O,%),

raspunsul indicial are expresia

o t
e ®

H=1—¢ " (coswt+—2—sinmr)=1-°—"_.sin(w+a , 81
(1) ( | W 1) \/@ ( | ) (81)

fiind de tip oscilant amortizat (fig. 4.10), cu pulsatia o, <@, .

Prin anularea derivatei raspunsului indicial

a)z ,: t
. —CQ .
y(t)=w—"-e msinw,t,

1

se obtin momentele de extrem
t _kn , keN,
@,
si valorile de extrem

Wt)=1-(-Df e k=1 (D e,
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din care reiese cd punctele de extrem sunt situate pe exponentialele
Lo t
fa@=1-e =,

Y A
oy
I a3
1 ; \M__;/i?{_i‘_\-—
et
T I |
e I !
2 | |
0 ] iq i £

Fig. 4.10. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi,

pentru 0<€<I.

Valoarea o, a “pulsului £” este

Gk — y(tk) 1= (_ 1)k+le—k nctga _ (_ 1)k+161k )
Pulsul maxim
—ﬂ'é

oy =e e = V1= (82)

1

se numeste suprareglaj sau supradepasire, iar

5=1-T=1-02.
0

reprezintd gradul de amortizare a oscilatiilor (fig. 4.11).

s e e —
s e
ST/ = N N N —

L

o 0.2 0.4 0.8 0.8 1 &

Fig. 4.11. Dependentade & a suprareglajului o, si a gradului de amortizare & .
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Cazul £ =0 (regim oscilant intretinut). Sistemul are raspunsul indicial

_ —1 1
yO) =L ( )] [ +w§

|=1-coswt.

Raspunsul indicial este sinusoidal, cu amplitudinea constantd (egald cu 1) si cu
pulsatia egald cu pulsatia naturala e, (fig. 4.12).

()]
y

0 2T/ Gy £
Fig. 4.12. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi,
pentru £=0 §i £=1.
Aplicind la intrare semnalul armonic u=cosw ! cu pulsatia @ , se obtine

raspunsul

y(t)=L1 [( 2)2] a)tsma)t

caracterizat prin oscilatii sinusoidale cu amplitudine liniar crescéatoare in timp.

Cazul & =1 (regim critic). Sistemul are raspunsul indicial

o) |
y(t) L [ 2]_ _1[__

(+a)) sta (+a))2] Ime i+ .

Réspunsul indicial este strict crescator pentru ¢t >0 (fig. 4.12).

Cazul & >1 (regim supraamortizat). Functia de transfer a sistemului poate fi

scrisa sub forma
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1

Gls)= (Ts+1)(Ts+1) °

I,>T,>0, (83)

care evidentiaza faptul ca sistemul de ordinul doi supraamortizat poate fi descompus
in doua subsisteme de intarziere de ordinul unu conectate in serie. Intre parametrii

formelor de reprezentare a functiei de transfer (80) si (83), exista urmatoarele relatii:

J_r‘/écZ_l T 1 T+T
,=S582 leea V&, o=, =l
E) 7, (RN N

Sistemul are raspunsul indicial

W(6)=1- 1 o U/T X tIT

1-x 1-x ’ (84)

unde x=T7,/T;<1. Casiin cazul & =1, raspunsul indicial este strict crescator pentru

t>0- fig. 4.13.

0] f|:| fl £

Fig. 4.13. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi,

pentru £>1.

Cazul —-1<¢<0 (regim oscilant instabil). Raspunsul indicial al sistemului este
dat de relatiile (81), in care ae(x/2, ). Raspunsul indicial se caracterizeaza prin

oscilatii exponential crescatoare (fig. 4.16).

Cazul & <—1 (regim supraamortizat instabil). Functia de transfer poate fi scrisa

sub forma
1
Gls)= Ts+ )T +1)

71<T2<O.

Réspunsul indicial este dat de relatia (84), este strict crescator si nemarginit (fig.
4.14).
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-led=n

Fig. 4.14. Raspunsul indicial al sistemului de intdrziere de ordinul doi pentru £<0.

5.7. APLICATII

¢ Aplicatia 5.1. Fie sistemul monovariabil X(4,B,C,D) cu

2 1 2
A:{ } B:{ } Cc=[l 2], D=0.
2 -3 -1

a) transformata Laplace a matricei fundamentale si functia de transfer;

Sa se afle:

b) functia pondere si functia indiciala.

Solutie. a) Avem

det(sI- A)=s>+5s5+4,
d)() (I A)71 1 |:S+3 1 :|
S)=(S51— == .
s2+55+4] 2 542
9
G(s)=CD(s) B+D=—"— .
<) ) s> +55+4

Se observa ca polinomul caracteristic al sistemului, polinomul polilor matricei
fundamentale si polinomul polilor functiei de transfer coincid.
b) Prin descompunerea in fractii simple a functiei de transfer,

_3 3
G(S)_s+1 s+4°

obtinem functia pondere
g(0=L[Gs)] =3~ ™)
si functia indiciald

ho)=| é g(r)dr=%(3—4e-f+ e )

Functia indiciald poate fi calculata direct astfel:
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= e 9 1, 3,13 4 1.
ho)=L [GEU$)]=L (s2+5s+4 S] 4L s S+1+S+4)
:%(3 4el+eH)

¢ Aplicatia 5.2. Fie sistemul

A:LO 1}, Bzm, c=[1 1], D=I.

2 -3

Sa se afle:
a) functia de transfer G(s);
b) raspunsul sistemului la intrarea u=¢-1(¢) ;
¢) raspunsul sistemului la intrarea u=sin3¢-1(¢) ;
d) matricea fundamentala @(¢);

5
e) raspunsul liber din starea initiala X, :{2} ; ) raspunsul la intrarea u=¢ din starea
.y 5
initiald X, = 5|

Solutie. a) Avem

¢(s)=(sI—A)_1=;{S+3 1}

s24+3s+2| -2 s
si
G(s)=Cd(s)B+D=—3FL _ 1_5+3
(£)=CDs) Zidsr2 542

Polinomul caracteristic coincide cu polinomul polilor matricei fundamentale, adica
P(s)=p(s)=s*>+3s+2, in timp ce polinomul polilor functiei de transfer este P(s)=s+2.

Functia de transfer este de ordinul 1.

b) Tindnd seama ca U(s) =l2 , obtinem
s
_r! EoRTE i B A Uyo S D SR 7V P
yO=L [G&U®I=L (5 Sz)—4£ (S2 )= g0 1re ).

c¢) Deoarece U(s) :% , rezulta
s<+9

s+2 249 s+2 249

Y=L [GUE)]=L (

13

= %(e_m— cos3t+5sin3t).
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In regim sinusoidal permanent, raspunsul sistemului este

yp(t)=%(—cos3t+5sin3t) .

d) Avem
s+3 1 2 1 C—
D(s)= 1 _| s+l s+2 s+1 s+2 ,
S2+3S+2 -2 s —2 4 2 -1 4 2
s+l s+2 s+1 s+2
deci

26! _e 2 el _e 2
P(1)= —t -2t —t -2t |
—2e " +2e —- ' +2¢

¢) Starea evolueaza liber astfel:

2ef—e gl |5 12¢7" =77
X,(0)=0(0) X, = N - .

—2e7"+2e ' +2e7 | 2] |27 +14e7*
Raspunsul liber este
y,(O)=x, () +x,,()=Te .

f) Avem
yO=yO+y (@),

unde y,(t)=7e¢* - punctul e), iar y (D)= %(61 —1+e~ ") - punctul b). Rezulti

y(t)=%(6t C1429¢ 2.
¢ Aplicatia 5.3. Sa se afle functia de transfer a sistemului

A:[g 8}, B:m, c=[l 1], D-=I.

det(sI— 4)=s2,

Solutie. Avem
o()=(s1- 4 =1 Y
S)=(51— =— .
S0 1

G(s)=C¢(s)B+D=% _

Sistemul are polinomul caracteristic ®(s)=s>, polinomul polilor matricei

fundamentale y(s)=s si polinomul polilor functiei de transfer P(s)=s.
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¢ Aplicatia 5.4. Sa se afle matricea de transfer a sistemului multivariabil 2(4,B8,C,D) cu

PR E s i E e

Solutie. Avem

D)= (51— A)" 1 [s+3 1 }
S)=(5S1— = .
sZ+ds+1] 2 s+l

2 s+5 s+3

1 -s+1 s+1
G(5)=CD(s) B+ D=—— .
s“+4s+1

Matricea de transfer G(s) este de ordinul doi. Ea poate fi scrisa si sub forma:

{—1 1} {1 1}
s+
G(s)= 1 1 53

s34+ 45+1

¢ Aplicatia 5.5. Fie conexiunea serie de mai jos, formata din subsistemele:

) 2v+Vv=u+u,
(Z2) 4y+y=2v.

rs Vv
— I 2

Sa se afle raspunsul sistemului pentru: a) u=35(t); b) u=1(t) ; c)u=1-1(t); d) u=sinz-1(t).

Solutie. Avem
2(s+1)

s+l 2 _ _
G,(s)= ()= 25+1 - CO=G0L)= G a1

2s+1"°

__ 24D 1 3  neatl2 /4.
D) YO =G i@+ 2541 dsl > YO=705e 075
b) Y(S): 2(S+1) ;4_ 2 12 y(t)=2+e*t/2_3eft/4;

s2s+D@s+1) s 2s+1 4s+1°

2(s+1) 2 10 4 48
C Y S)= = — - + s
) ) s2Q2s+1)(4s+1) 52 s 2s+1 4s+]

y(1)=2t-10-2¢7"/2+12¢71/4;

) 2s+1) 4 48  26s+2
Y Y(S)_(2s+1)(4s+1)(s2+1)_5(2s+1)+17(4s+1) 85(s2+1)
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_ 2 2,12 /426 _ 2.
y(t)= 5¢ +17e 85cost 8551nt.

¢ Aplicatia 5.6. Considerdm cd elementele sistemului de reglare automata de mai jos au

urmatoarele functii de transfer:

. . __ 05 . 1
Gp=ki Gp=2i Gp=37: Gr=piy
{l;
' [ r
GriE)

Pentru k=1, sd se afle raspunsul y(7) pentru: a) r=0y(t), b) r=1@), ¢) r=¢-1(¢), si
raspunsul e(z) pentru: d) v=9,(), ) v=1(), f) v=¢-1(2).
Solutie. In conformitate cu (62) si (63), obtinem:

__ k(s+1) G = (s+1)(5s+1)
R 52 6s+k+1" Wos? v s+ k4l

_ (+DGs+D) o =GstD)
ER 502 L 6s+k+1" EV s246s+k+1

a) Avem
s+1  (s+0,6)+2-0,2

5s2+65+2 S5[(s+0,6)2+0,22]

y(t)=0,2e7%(cos 0,2¢ +2sin 0,2¢) .

b) Avem
s+1 1 5s+4

_05_0,5(s+0,6)+0,5-0,2
§ (s +0,6)% +0,2?

Y(s):%GYR(s) _

Y(#)=0,5-0,5¢"%5(cos 0,27 +sin 0,27) .

c) Avem
10s+7

s+1 1 _ 10s+7  _
2(552 +65+2)

1 1
Y(5)=—=G,,(s)=——————= 44
) 2 (s) s2(5s2 +6s+2) 257 S
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05 1
A)

, (s+0,6)+0,5-0,2
+
&2

(s+0,6)> +0,2°

(£)=0,5t —1+e % (cos 0,2¢ +0,5sin 0,27) .

d) Avem
~(5s+1)  (s40,6)-2-0,2
ES :G S)= = — R
(5)=Cpy () 5s2+65+2  (s+0,6)%+0,22
e(t)=—e % (cos 0,2t — 2sin 0,27) .
e) Avem
1 —(5s+1) 1,1 55—4
ES :—G )= = (= )=
) s £r(s) s(5s2+6s+2) 2°s 55246542
__1 l_(s+0,6)—7-0,2]
2°s  (s+0,6)>+02%"
e()=—0,5+0,5¢"%(cos 0,2/ — 7sin 0,2¢) .
f) Avem

1 —(5s+1) 1,1 ,2 10s+17
E(s)=— S)=————+—=—o(+=———")=
) 52 £r(s) s2(5s2+6s+2) 2% s 552 465+2

-05 1 (s+0,6)+55-0,2
-2 5° 2 2 >
s s (s+0,6)°+0,2

e(t)=—0,5t —1+e*5/(cos 0,2¢ +5,5sin 0,27) .

Remarca. Tinand seama de proprietatea valorii finale, eroarea stationara (finald) pentru
v=1(¢) si k>0 este

A pvf
. ) ) . .
e =lim et = By ) =Ty (O () =1im Gy (9=

De asemenea, pentru r=I1(¢), avem e = lime(f)=lim GER(S)Zﬁ. In ambele cazuri,

t—o0 s—0
eroarea stationard este nenuld, dar cu atat mai mica, cu cat factorul de proportionalitate al
regulatorului este mai mare.
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ELEMENTE
DE STABILITATE
A SISTEMELOR LINIARE

In studiul stabilitatii sistemelor se utilizeazd doud concepte: conceptul de

stabilitate interna (a starii) si conceptul de stabilitate externa (a iesirii).

6.1. STABILITATEA INTERNA

Un sistem este intern strict stabil daca, in regim liber, starea sistemului
evolueaza spre origine, oricare ar fi starea initiald. Sistemele strict stabile se mai

numesc asimptotic stabile sau exponential stabile. Ele satisfac relatia:

lim X,()=0, VX, . (1)
t—0

Un sistem este intern stabil daca, in regim liber, starea sistemului ramane finita,
oricare ar fi starea initiala. Un sistem stabil care nu este strict stabil se numeste
semistabil sau stabil la limita, iar un sistem care nu este stabil se numeste instabil.
La sistemele liniare strict stabile, traiectoria de stare in regim liber este
convergentd spre origine, In timp ce la sistemele semistabile, traiectoria este
ciclica (sub forma unei curbe inchise). Traiectoria de stare a unui sistem instabil
este divergenta. Traiectoriile convergente §i cele divergente pot avea forma simpla
sau in spirala.

Tinand seama cd X,(1)=®(¢) X, unde CD(t):eAZ, t>0- la sistemele liniare
continue si d(f)=A', teN - la sistemele liniare discrete, rezulti ci:

a) Un sistem este intern strict stabil daca si numai dacd matricea fundamen-

tala tinde spre zero, adica

lim ®(7)=0; (2

t—0
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b) Un sistem este intern stabil daca si numai daca matricea fundamentala

este finita, adica exista M >0 astfel incat

lD@I<M, Vi>0. 3)

Din relatiile (2) si (3) reiese ca stabilitatea internd a unui sistem liniar

(continuu sau discret) este o proprietate asociatd exclusiv matricei 4.

6.1.1. Stabilitatea interna a sistemelor continue

Dacd matricea 4 a unui sistem liniar continuu are valorile proprii
A» Ay, 0+, 4, distincte, atunci matricea fundamentald poate fi scrisd sub forma

unde V' este matricea vectorilor proprii si
eAt :diag(eﬂlt’eﬂfzt,' . .’eﬂxnt) .

Deoarece matricea V' este nesingulara, avem

lime?=0 < lime?'=0 < lime®=0Vi < Re<0Vi.
t—0 t—0 t—o

Rezultatul obtinut este valabile si la sistemele cu valori proprii multiple.
Astfel, dacd 4, =4,, atunci celula patratd din exponentiala matriceald e’ cores-

punzdtoare valorilor proprii 4 si 4, are forma

[1 [jleﬂlt_
0 1

Aceasta matrice celuld tinde la zero daca si numai dacd Re 4, <0.
De asemenea, pentru o matrice 4 cu valorile proprii distincte, are loc
implicatia:

Rez<0Vi = |¥<1vi = [e¥]<o = [e¥|<w.

Tinadnd seama de faptul ca valorile proprii ale matricei A sunt radacinile
polinomului caracteristic
P(A)=det(U—A)=A"+a, I +--+ad+a,,
rezulta:
intern strict stabil daca si numai daca toate radacinile polinomului caracteristic au
partea reald negativa, adicd sunt situate in semiplanul complex stang (in stinga

axei imaginare). Dacd polinomul caracteristic are una sau mai multe radacini
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(simple) cu partea reald nuld, iar celelalte radacini cu partea reald negativa, atunci

sistemul este intern semistabil (stabil la 1limita).

caracteristic are partea reald pozitiva, atunci sistemul este intern instabil.
Conceptul de stabilitate internd este aplicabil in principal la sistemele de tip

I-S-E, dar poate fi utilizat si la sistemele de tip I-E. Deoarece ambele tipuri de

sisteme au comun conceptul de polinom caracteristic, enuntul teoremei de

stabilitate ramane valabil si la sistemele de tip I-E. Un argument in sprijinul acestei

afirmatii este faptul ca sistemul monovariabil de tip I-E cu ecuatia
Y va, YV vrayragy=bu” +b,_u" -+ bii+bu, r<n

si sistemul [-S-E echivalent

. y=box+bx,+-+bx.
Xp-1= Xy
X, =—qQpX;— )Xy — " —a, X, tU

au acelasi polinom caracteristic, anume
P =" +a, X+ radita,.

La sistemele multivariabile cu m intréri §i p iesiri, polinomul caracteristic
al sistemului este c.m.m.m.c al polinoamelor caracteristice asociate celor m-p

canale intrare-iesire.

Observatie. Din expresia functiei de tranzitie a starii
U -
X(t):eAt Xo+ JOeA(t T)BU(r)dr ,

rezultd cd daca un sistem continuu este intern strict stabil, atunci pentru orice
intrare marginita, starea sistemului rimane marginita.

6.1.2. Stabilitatea interna a sistemelor discrete

Daca matricea 4 a unui sistem liniar discret are valorile proprii 4, 4,,-, 4,

distincte, atunci matricea fundamentala poate fi scrisa sub forma
A=V AV,
unde V' este matricea vectorilor proprii §i

A' =diag(4,4 -+, 4,)

n
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Deoarece matricea V' este nesingulard, avem

limd'=0 < lmd'=0 < limA=0,vi < |[i|<] Vi.
t—© t—0 {—0
Rezultatul obtinut este valabile si la sistemele cu valori proprii multiple.
Astfel, daca 4 =4,, atunci celula patratd din puterea matriceald A

corespunzatoare valorilor proprii 4, si 4, are forma

[1{ M{_l}
o A |

Aceasta celula tinde la zero daca si numai daca | 4|<1.
De asemenea, pentru o matrice 4 cu valorile proprii distincte, are loc
implicatia:

A<V = A<V = |dl<e = [ 4]<oo.

Tinadnd seama de faptul ca valorile proprii ale matricei A sunt radacinile
polinomului caracteristic P(1)=det(1l— A) , rezulta:

.....

intern strict stabil daca si numai daca toate radacinile polinomului caracteristic au
modulul subunitar, adica sunt situate in interiorul cercului unitar cu centrul in
origine. Daca polinomul caracteristic are una sau mai multe radacini (simple) cu
modulul egal cu 1, iar celelalte radacini cu modulul subunitar, atunci sistemul este
intern semistabil.
caracteristic are modulul supraunitar, atunci sistemul este intern instabil.

Ca si la sistemele continue, enuntul teoremei de stabilitate raimane valabil si

la sistemele de tip I-E.

Din expresia functiei de tranzitie a starii
X(t)=A'X,+(A7'BUy+ A2BU, +--- +BU,_,),

rezultd cd daca un sistem discret este intern strict stabil, atunci pentru orice intrare
marginita, starea sistemului este marginita.

Observatii. 1°. Deoarece polinomul caracteristic al unei conexiuni serie sau

paralel de doua subsisteme continue sau discrete este egal cu produsul
polinoamelor caracteristice ale subsistemelor, adica P(s)=F(s)P,(s), rezultd ca

spectrul sistemului rezultant (multimea radacinilor polinomului caracteristic) este
reuniunea disjuncta a spectrelor celor doua sisteme componente, adica

oc=0,U0, . 4)
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In consecinta, sistemul rezultant (serie sau paralel) este intern strict stabil daca si
numai daca sistemele componente sunt intern strict stabile.

2°. Din dezvoltarea
det(A1- A)= 2" —(ay, + ayy +---+a, )X +--
reiese cd suma radicinilor polinomului caracteristic este egald cu suma
elementelor diagonale ale matricei 4, adica
A+ttt A, =a+a,y++a,,.

Deoarece
A+, +--+1,=Re4 +Ret, +---+Re,,
rezultad ca un sistem continuu este intern instabil daca

ay +ay+-+a,,>0. 5)

Similar, deoarece

|ﬂl|+|22|+"'+|an2|/'i’l+XQ+“'+/1n|=|all+a22+“'+ann|7

rezulta ca un sistem discret este intern instabil daca

lay,+ay+-+a,,|>n. (6)

¢ Aplicatia 6.1. Sa se studieze stabilitatea internd a sistemului continuu
X=X
X2=x1—x3 y=XI+3X3 .

X3:5xl+6X2_4X3 +u

Solutie. Formam polinomul caracteristic al sistemului

A0 -1
P(A)=det(Al-A)=| -1 A H=A+42+1-6=(A-D)(A+2)(A1+3).
-5 -6 A+4

Deoarece P(A)are o radécind pozitiva (4, =1), sistemul este intern instabil.

¢ Aplicatia 6.2. Sa se studieze stabilitatea internd a sistemului continuu
)'Cl = le + mxs — 2u
.)&2:)(:1—)(:3 y=x1+2x2 N
)2:3 =2x1 —3x2 —X3 +u
unde m este un parametru real.

Solutie. Deoarece a;;+a,, +a33=2+0-1>0, sistemul este intern instabil oricare ar

fi m real.
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¢ Aplicatia 6.3. Sa se studieze stabilitatea internd a sistemului continuu
X ==X +mx, —2u
y=x1-Txy ,

)2/'2 = xl - 2.X2
unde m este un parametru real.

Solutie. Formam polinomul caracteristic al sistemului

A+l —m

P(=detAl-)=_

‘:zz +34+2-m.
Pentru m= _Tl , radacinile 4; si A, ale polinomului caracteristic sunt reale.
Deoarece 4, +4,=-3<0 si 44, =2-m,rezultd ca:

-1 s . o . .
a) pentru e <m<2,ambele radicini sunt negative, deci sistemul este strict stabil;

b) pentru m=2, avem 4 = si 4, =0, deci sistemul este semistabil;

¢) pentru m>2, o radacind este negativa, iar cealaltd este pozitiva, deci sistemul

este instabil.
1 .. . . . .
Pentru m<, rddécinile 4; si 4, ale polinomului caracteristic sunt complexe.

Deoarece Re, , :_73 <0, sistemul este stabil.

In concluzie, sistemul este intern stabil pentru m <2 si intern instabil pentru m>2 .
Pentru m =2, sistemul este intern semistabil (stabil la limita) .

¢ Aplicatia 6.4. Sa se studieze stabilitatea internd a sistemului continuu
V+8y+(16—m?)y=—ti+u, m>0.
Solutie. Ecuatia caracteristica
2 +81+16—-m* =0,
are radacinile reale 4, =—4-m si A,=—4+m . Sistemul este intern strict stabil pentru

m <4 , intern semistabil pentru m =4 si intern instabil pentru k>4 .

¢ Aplicatia 6.5. Sa se studieze stabilitatea internd a sistemului discret

Xt + 1) =—x(t) + mx, (t) + 2u(?) ~ )
{ X, (t+1)=x,(t) — (2m +0,5)x, () —u(t) y(&)=x(t)=5x,(1) ,
unde m este un parametru real.

Solutie. Sistemul are polinomul caracteristic

A+1 —m 3 1
PA)=det(AI- 4) = =2 +02m+)A+ +—=,
S S I T
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cu radicinile reale ’11:7 si 4,=—2m—1. Ridicina A, are modulul subunitar, iar

radacina A, are modulul subunitar pentru —1<m<0. In consecintd, sistemul este intern
strict stabil pentrum e(—1, 0), intern semistabil pentru m e {-1, 0} si intern instabil pentru
me (-, —1)U(0, «).

¢ Aplicatia 6.6. Sa se studieze stabilitatea interna a sistemului discret
YO+ yt-D+A-m)y(t-2)=ut - +u(—4),
unde m este un parametru real.

Solutie. Ecuatia caracteristica

A +1+1-m=0,
. . - - - . - - .
are radicinile reale pentru m 2% (4 :# si A :#) si complexe
p— p— 7 p— p— 7 p—
pentru m<0 (A =— 153 4 a= 1+153 dm

Cazul m> 3 . Ambele radacini au modulul subunitar numai pentru % <m<l.

4
Cazul m<%. Ambele radacini au modulul subunitar numai pentru 0Sm<%.

Sistemul este intern strict stabil pentru me (0, 1), intern semistabil pentru me{0,1} si
intern instabil pentru me (-0, 0)U(1, ).

6.2. STABILITATEA EXTERNA

Daca stabilitatea internd a unui sistem caracterizeaza stabilitatea stdrii in
regim liber, In schimb stabilitatea externa caracterizeaza stabilitatea iesirii (rds-
punsului) in regim fortat.

Prin definitie, un sistem liniar este extern strict stabil daca, pentru orice
intrare marginitd, iesirea fortatd a sistemului este, de asemenea, marginita. Prin
urmare, la un sistem extern strict stabil, oricare ar fi intrarea cu proprietatea

[U®|<1, t=0,
existda M >0 astfel incat
Y, (| <M, t=0.

6.2.1. Stabilitatea externa a sistemelor continue

La sistemele monovariabile continue proprii, din relatia de convolutie

¥, 0= -0y |
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unde g(¢) este functia pondere, obtinem urmatorul rezultat:

Un sistem monovariabil continuu este extern strict stabil daca si numai daca

integrala
1=[ lg(ds (7
este finitd.

Pentru a demonstra necesitatea, presupunem ca integrala | nu este finita si
ardtam ca se ajunge la o contradictie (ca sistemul nu este extern strict stabil). Daca

T
I nu este finitd, atunci oricare ar fi M >0, exista 7 >0 astfel incat '[0 lg(@)dt>M .

T
Scriem aceasta inegalitate sub forma .[o |lg(T-7)dr>M , apoi sub forma

JOT g(T-r)-sgn(g(T-7))dr>M .

Alegand acum intrarea u(7)=sgn(g(7'—7)), care satisface conditia |u(r)|<1,
T

rezulta Jo g(T-)u(r)dr > M , adica y(T)>M , rezultat in contradictie cu ipoteza

de marginire a iesirii y(¢).

Pentru a demonstra suficienta, vom considera integrala | finita si vom arita
cd pentru orice intrare u(f) satisfacand conditia |u(z)|<1, iesirea y(¢f) este

marginita. Intr-adevar, avem
y(0)= [ gli-ou(e)dr <[ |- Wu()dr < |g(—r)dr=
0 —Jo —Jo

=.[;|g(x)|dxéjgo lg(x)dx=1".

Prin relaxarea conditiilor de stabilitate stricd, se considerd cd un sistem
monovariabil este extern stabil daca functia pondere g(f) este marginita pe (0, ),

adicd exista M >0 astfel incat
lg(|<M, vV t>0. (8)
Deoarece functia pondere a unui sistem I-S-E este dependenta de matricele
A, B, C si D, rezultd ca stabilitatea externd constituie o proprietate asociata
tuturor acestor matrice, spre deosebire de stabilitatea interna, care este asociatd

numai matricei 4.

Sa consideram acum sistemul monovariabil minimal cu modelul primar
Y 4a, YOV v ayragy=bu” +b_u" "+ b+ b,
modelul secundar

{ a,z2"+a, 2"+ taz+ayz=u

y=b,z" 4 +bz+byz
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si functia de transfer

r r—1
G(s)= bs +b._s" " +---+bs+b,

n n-1 :
S +Cln_1S +"'+611S+Cl0

Deoarece sistemul este minimal, multimea polilor s,, s,, ..., s, ai functiei
de transfer G(s) coincide cu multimea radacinilor ecuatiei caracteristice. Sa

considerdm mai intéi cazul in care toti polii functiei de transfer sunt simpli (diferiti
intre ei) 51 a,#0. Pentru intrare tip treapta unitara, raspunsul z(z) are forma

1
2(t)=—+Ce"" + Cye* +---+ C e,
a, 1 2 n

unde toti coeficientii C; sunt diferiti de zero. Din a doua ecuatie a modelului

secundar, obtinem raspunsul indicial al sistemului, sub forma
b
h(z):a—2+ A" + 4™ -+ 4™ )

unde
A=C(bs +b._ s/ +-+bs,+by)), i=1---n.

Sistemul fiind minimal, polii s, nu sunt rdddcini ale numaratorului functiei de

transfer G(s), deci toti coeficientii 4, sunt diferiti de zero.

Sistemul are functia pondere

g(t)= h(t) +h(0+)0y(t) =5, A% +5, 4,52 +- - -+ 5, 4,85 + % -0p(1) . (10)

n

Integrala | este finitd daca si numai dacd toate functiile exponentiale din
componenta functiei pondere g(¢) tind spre 0 pentru ¢ — oo, adica atunci cand toti
polii s;, s,, ..., s, au partea reald negativa. In ceea ce priveste functia pondere
g(?), aceasta este marginitd daca si numai dacd toti polii s,, s,, ..., s, au partea
reald negativa sau nula.

Daca polii s; si s, sunt reali si egali, atunci expresiile corespunzatoare
acestor poli in functiile A(f) si g(t) au formele (A4 +A4,t)e’ " respectiv
(A4, + 5,4, +5,4,t)e’" . Conditiile ca integrala | sa fie finita riman neschimbate. In
schimb, pentru ca functia pondere g(¢) s fie marginita este necesar ca polul dublu
s, sd aiba partea reald negativa (nu si nuld).

In cazul ;=0 si a,#0, functia de transfer G(s) are un pol in origine, A(¢)
contine termenul (b,/qa,)-t, iar g(¢) contine termenul b,/q,. Daca ceilalti poli au
partea reald negativa, functia pondere g(¢) este marginita, dar integrala | nu este
finitd. Tinand seama de aceste rezultate si de faptul ca un sistem neminimal are

raspunsul fortat egal cu cel al sistemului minimal echivalent, putem formula
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Teorema stabilitatii externe a sistemelor continue. Un sistem monovariabil
continuu este extern strict stabil dacd si numai daca toti polii functiei de transfer a
sistemului au partea reald negativa. Sistemul este extern semistabil dacad si numai
daca polii functiei de transfer a sistemului au partea reald negativa sau nula, iar
polii cu partea reald nula sunt simpli.

Dacid existd un pol cu partea reald pozitiva sau un pol multiplu cu partea
reala nula, atunci sistemul este extern instabil.

Conceptul de stabilitate externa este aplicabil atat la sistemele de tip I-E, cat
si la cele de tip I-S-E.

Un sistem intern stabil este si extern stabil, iar un sistem extern instabil este
si intern instabil. Un sistem intern instabil poate fi insad extern stabil, in cazul in
care radacinile cu partea reald pozitiva ale polinomului caracteristic nu sunt poli ai
functiei de transfer a sistemului.

La un sistem intern instabil de tip I-S-E avand forma modala (caracterizata
printr-o matrice A de tip diagonal), variabilele de stare asociate valorilor proprii
cu partea reald pozitiva sunt instabile, iar variabilele de stare asociate valorilor
proprii cu partea reald negativa sunt stabile. Daca marimea de iesire a sistemului
este dependenta (liniar) numai de variabilele de stare stabile, atunci sistemul este
extern stabil.

Un sistem multivariabil este extern stabil dacd si numai daca toate canalele

intrare-iesire ale sistemului sunt extern stabile.

6.2.2. Stabilitatea externa a sistemelor discrete

La sistemele monovariabile discrete cu functia pondere g(¢), din relatia de

convolutie

(0)=gOu0)+ gt~ Du() +-+gOu(t)= Y gt ~iu(),

i=0
obtinem urmatorul rezultat:

Un sistem monovariabil discret este extern strict stabil daca si numai daca

suma
S=>|g) (11)
k=0

este finitd.
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Pentru a demonstra necesitatea, presupunem ca suma S nu este finita.

N
Atunci, oricare ar fi M >0, existd N natural astfel incat Z|g(k)| >M . Scriem
k=0

N
aceastd inegalitate sub forma Zl g(N—k)| >M , apoi sub forma
k=0

N
zg(N—k)Sgn(g(N—k)) >M.
k=0

Alegand acum intrarea wu(k)=sgn(g(N—k)), care satisface conditia |u(k)|<I,

N

rezulta Z g(N—-kyu(k)y>M , adicd y(N)>M , rezultat in contradictie cu ipoteza
k=0

de marginire a iesirii y(¢) .

Pentru a demonstra suficienta, vom considera suma S finitd i vom arata ca
pentru orice intrare u(f) satisfacand conditia |u(¢)| <1, iesirea y(¢f) este marginita.

Intr-adevar, avem

V0= gt iy < Y gt - @)<Y Jg(t— )=
i=0 i=0 i=0

=Y lgh)<> Jgh)=S .
k=0 k=0

Prin relaxarea conditiilor de stabilitate stricd, se considera cd un sistem
monovariabil este extern stabil daca functia pondere g(f) este marginita, adica

existda M >0 astfel incat
lg@)I<M . (12)
Sa consideram acum sistemul monovariabil minimal cu modelul primar
YO +ay(t=1)+--+a,y(t—n)=byu(t)+bu(t-1)+---+bu(t-r), r<n

modelul secundar

Z(t)+az(t-1)+...4+a,z(t—n)=u(t)
{ Y()=byz(t)+b,z(t-1)+...+b.z(t-)

si functia de transfer
_bytbz b2

P

G(2)

l+az '+ +a,z

Deoarece sistemul este minimal, multimea polilor z, z,, ..., z, ai functiei
de transfer G(z) coincide cu multimea radacinile ecuatiei caracteristice. Sa

consideram mai intai cazul in care toti polii functiei de transfer sunt simpli (diferiti



102 ELEMENTE DE STABILITATE A SISTEMELOR LINIARE

intre ei) si 1+a,+a,+...+a,#0. Pentru intrare tip treaptd unitara, raspunsul z(¢)

are forma

1 t t t
+Cz+Czy++Cz
l+a+ay+...+a, 1 7272 e

z(t)=

unde toti coeficientii C; sunt diferiti de zero. Din a doua ecuatie a modelului

secundar, obtinem raspunsul indicial al sistemului, sub forma

by+b+---+b
L I+ Azl + A+ AL (13)
l+a,+a,+...+a,

h(t)=

unde
A=Czl(by+bz ' +++bz"), i=1---n.

Sistemul fiind minimal, polii z; nu sunt radacini ale numaratorului functiei de

transfer G(z), deci toti coeficientii 4; sunt diferiti de zero.
Sistemul are functia pondere

gO)=ht)~ht-D=Az{(1-z )+ 4zy(1-2 )+ + 4,2,(1-z,"). (14)

0
Suma S= Zl g(k)| este finitd daca si numai daca toate functiile exponentiale din
k=0

componenta functiei pondere g(¢) tind spre 0 pentru ¢ — oo, adica atunci cand toti
polii z, z,, ..., z, au modulul subunitar. In ceea ce priveste functia pondere g(¢),
aceasta este marginitd daca si numai dacd toti polii z;, z,, ..., z, au modulul
subunitar sau egal cu 1.

Dacd polii s, si s, sunt reali i egali, atunci expresiile corespunzatoare
acestor poli in functille A(f) si g(t) au formele (A4 +4yt)zl, respectiv
[Ayz;' + (4 + At)(1—z7 "]zl . Conditiile ca suma S sa fie finitd riman neschim-
bate. In schimb, pentru ca functia pondere g(¢) sa fie marginitd este necesar ca

polul dublu z, sa aibd modulul subunitar (nu si unitar).

Tinand seama de aceste rezultate si de faptul cd un sistem neminimal are
raspunsul fortat egal cu cel al sistemului minimal echivalent I-E, putem formula

Teorema stabilitatii externe a sistemelor discrete. Un sistem monovariabil
discret este extern strict stabil daca si numai daca toti polii functiei de transfer a
sistemului au modulul subunitar. Sistemul este extern semistabil dacd si numai
daca polii functiei de transfer a sistemului au modulul subunitar sau egal cu 1, iar
polii cu modulul 1 sunt poli simpli.

Daca exista un pol cu modulul supraunitar sau un pol multiplu cu modulul

unitar, atunci sistemul este extern instabil.
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Conceptul de stabilitate externa este aplicabil atat la sistemele de tip I-E, cat
si la cele de tip I-S-E.

Un sistem intern stabil este si extern stabil, iar un sistem extern instabil
este si intern instabi. Un sistem intern instabil poate fi insa extern stabil, in cazul in
care radacinile cu modulul subunitar ale polinomului caracteristic nu sunt poli ai
functiei de transfer a sistemului.

Observatii. 1°. Problema stabilitatii unui sistem liniar se reduce la problema
pozitionarii 1n planul complex a radacinilor polinomului caracteristic P(s) - cazul

......

litatii externe. La un sistem minimal, polinomul caracteristic coincide cu polinomul
polilor si, in consecintd, conceptele de stabilitate internd si de stabilitate externa
sunt echivalente. Un sistem intern stabil este i extern stabil, dar implicatia inversa
nu este valabila.

2°, In cazul conexiunilor serie si paralel, daca sistemele componente sunt
strict stabile, atunci sistemul rezultant este strict stabil. Teoretic, sistemul rezultant
poate fi extern stabil si in conditiile In care sistemele componente nu sunt toate

extern stabile. De exemplu, conexiunea serie a doud sisteme continue cu functiile

-1 . 1 . -1 .

de transfer Gl(s)zs— si G,(s)=—-—, sau conexiunea paralel cu G(s)=—— si
s+1 s—1 s—1

Gz(s):ﬁ , sunt teoretic strict stabile. Din considerente practice, vom considera

insd conexiunile serie si paralel ca fiind instabile atunci cand un sistem component
este instabil.

¢ Aplicatia 6.7. Sa se studieze stabilitatea externd a sistemului continuu
2y-3y—-2y=u—2u.
Solutie. Sistemul are functia de transfer

s=2 1
252352 2s+1°

G(s)=
Deoarece polinomul polilor p(s)=2s+1 are o singurad raddcina si aceasta este negativa
(s,=—1/2), sistemul este extern strict stabil.

Remarca. Deoarece polinomul caracteristic
P(s)=252-35—2=(s—2)(2s +1)

are radacina s;=2 strict pozitiva, sistemul este intern instabil.

¢ Aplicatia 6.8. Sa se studieze stabilitatea externd a sistemului continuu
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X=X~ X3
x2=x3 y=—xl .

X3=6x1+5x2—4x3 +u

Solutie. Din relatiile
y==X,
yE—X =X,
y=—x2 +X3 =6x1 _5(_)(:2 +X3)+u 5
rezultd modelul intrare-iesire
y=—6y=5y+u,
adica
y+5y+6y=u.
Sistemul are functia de transfer
1 _ 1
s?+554+6 (s+2)(s+3) "

G(s)=

Deoarece ambii poli ai functiei de transfer sunt negativi, sistemul este extern strict stabil.

Remarca. Polinomul caracteristic al sistemului

A -1 1
PA)=detAl-A=| 0 A —1|=A+42+1-6=(A-D(A+2)(1+3)
-6 -5 A+4

are radacina pozitivd A, =1, deci sistemul este intern instabil.

¢ Aplicatia 6.9. Sa se studieze stabilitatea externd a sistemului discret
yO)+yE—-1)-2y(t-2)=u(t -+ 2u(t-2),
Solutie. Sistemul are functia de transfer

222 las2zhy 2t
1+z71-2272 (-zhHa+2z7"H 1-z717

G(z2)=

Deoarece functia de transfer are polul z =1 (cu modulul egal cu 1), sistemul este extern
semistabil.
Remarca. Deoarece ecuatia caracteristica
A+A-2=0,

are radacina —2 cu modulul supraunitar, sistemul este intern instabil.

¢ Aplicatia 6.10. Sa se studieze stabilitatea externa a sistemului discret

{x1(t+1)=—xl(t)+X2(t)

Xt +1)=x, () = 2x, () —u(?) YO =x0)-x@0),

unde m este un parametru real.

Solutie. Avem
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V(@) =x()—x,(),
Pt +1) =3t +1) = %0t + 1) =20, (£) + 35, (1) + u(2)
Pt +2) =23t + 1)+ 33 + 1)+t +1) = 53, (1) — 83, (6) + u(t +1) — 3u7) -

Din primele doua relatii obtinem
x(O=y(+D)+3p()—u®), x()=y+1)+2p(1)—-u().
Inlocuind in cea de-a treia relatie, rezultd modelul intrare-igire

Y(t+2)==3y(t+1)—y(t)+u(t+1),
echivalent cu

YO +3y(t =D+ y(O)=u(t-1).

Sistemul are functia de transfer

Z—l

G(z2)=—"+——
@ 1+3z7" +272

. . . -3- .
si este extern instabil, deoarece are polul z, = 3 cu modulul supraunitar.

6.3. CRITERIUL DE STABILITATE HURWITZ

Criteriul lui Hurwitz permite rezolvarea efectivd a problemei stabilitatii
sistemelor liniare continue pe baza conditiilor formulate in cadrul teoremelor de
stabilitate internd si externa. Criteriul evidentiaza faptul ca rezolvarea problemei
locatiei radacinilor unui polinom in raport cu axa imaginard nu necesita calculul

radacinilor polinomului.
Criteriul lui Hurwitz. Polinomul
P (s)=a,s"+a, s" '+ +ais+ay, a,>0

este hurwitzian, adicd are toate rdaddcinile cu partea reald negativa (situate in
stanga axei imaginare), daca §i numai daca minorii principali A =a,_,,

Ay=a, a, ,—a,a, 5, ..., A, =aA,_; ai matricei Hurwitz

a1 G,_3 0 0
a, a, ., 0 o0
H,= : : : : (15)
* * al 0
0 * a, a

sunt pozitivi. In plus, pentru ca polinomul P(s) sa fie hurwitzian este necesar ca

toti coeficientii a; sd fie pozitivi.
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Constructia matricei Hurwitz se face astfel: se completeazd mai intai
diagonala principald si apoi coloanele, tindnd seama de faptul ca indicii
coeficientilor cresc la deplasarea pe o coloana, de sus in jos.

Pentru n=2, din criteriul lui Hurwitz rezultd ca ambele radacini ale
polinomului ®,(s)=a,s*+a,s+a, (a,>0) au partea reald negativa daca si numai
daca toti coeficientii sunt strict pozitivi.

Pentru n=3, matricea Hurwitz are forma

a, a, 0
0 a, q

Din criteriul lui Hurwitz rezulta ci polinomul ®(s)=ass’+a,s>+as+a, (a;>0)

are radacinile cu partea reald negativd dacd si numai dacd toti coeficientii sunt
strict pozitivi si A, =a,a,—aya;>0.

Pentru n=4, matricea Hurwitz are forma

{
EN
S}
8]
S}
f=J
oS O O

0 a4 a, aq,

Radicinile polinomului (P4(s)=a454+a3s3 +a,s° +as+a, (a,>0) au partea reald
negativa dacad si numai dacda toti coeficientii sunt strict pozitivi si
Ay=a,A,—aya; >0, unde A, =a,a,—aay .

Observatii. 1°. Polinomul @ (s) are radicinile cu partea reala mai mica

decat ¢, adica situate 1n stanga dreptei s=0J, dacd si numai dacd polinomul
® (p+0) este hurwitzian in raport cu variabila p . Intr-adevar, intre radacinile
celor doud polinoame exista relatia s;,=p,+ ¢, iar din conditiile Re p, <0, rezulta

Res;=Rep;, +0 <06 . Aceastd remarcd poate fi utilizatd la pozitionarea radacinilor
polinomului caracteristic sau polinomului polilor in stdnga dreptei s=0, 6<0, in
vederea obtinerii unor performante dinamice convenabile.

2° In analiza stabilitdtii sistemelor discrete se tine seama de faptul ca

transformarea omografica

el (o) (16)

z—1

aplicd biunivoc interiorul cercului cu centrul in origine si de razd 1 din planul
variabilei z 1n semiplanul staing Res<0 din planul variabilei s. In consecinta,

polinomul
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P(2)=a,"+a, z" ' ++az+a,, a,>0
are toate radacinile cu modulul subunitar daca si numai daca ecuatia @n(i—-’_i)zO
are toate radacinile cu partea reald negativa. Mai mult, polinomul ®,(z) are toate

radacinile cu modulul mai mic decét o, daca si numai daca ecuatia ®,(0 .i—j)zo

are toate radacinile cu partea reald negativa.

¢ Aplicatia 6.11. Sa se studieze stabilitatea internd si externd a sistemului continuu
X=X =X

unde m este un parametru real.

A -1 1
P(A)=det(AI-A)=| 0 A —m|=2+42+(6-5m)A—6m.
-6 -5 A+4

Coeficientii polinomului caracteristic sunt pozitivi penru m<0, iar minorul
A, =aja, —agaz; =24—14m este pozitiv pentru m<12/7. In consecintd, sistemul este

intern strict stabil dacd si numai dacd m<0. Pentru m=0, polinomul caracteristic are
radacinile ;=0 si A,3=-2% j¥2', deci sistemul este intern semistabil. Pentru m>0,
sistemul este intern instabil.
Pentru determinarea modelului intrare-iesire, avem
y==x,
y=—x1 :—.X'Z +X3 5
y:_X2 +X3 :6x1 +5.XQ _(m+4)X3 +Uu s
Y =6x;+ 5%, —(m+4)x; +1u=—6(m+4)x; —(Sm+14)x, + Om+10)x3 +u—(m+4)u .

Cazul m#1. Din primele trei relatii obtinem

X ==Y,
y+(m+4)y+6y—u
2= 1-m ’
Y+5y+6y—u
S e

iar prin inlocuirea expresiilor variabilelor de stare in cea de-a patra relatie, rezulta
V+4y+(6-5m)y—6my=u—mu.

Sistemul are functia de transfer



108 ELEMENTE DE STABILITATE A SISTEMELOR LINIARE

_ s—m
$3 +4s% +(6-5m)s—6m

G(s)

Pentru m#=0, polinomul polilor este
p(s)=s> +4s* +(6—5m)s —6m
si coincide cu polinomul caracteristic al sistemului. Sistemul este deci extern strict stabil

pentru m<0. Pentru m=0, polinomul polilor este p(s)=s>+4s+6. Deoarece polii

Sp=—2% j«/f au partea reald negativa, sistemul este extern strict stabil.
Cazul m=1. Din primele trei relatii obtinem
y+5y+6y=u.
Sistemul are functia de transfer

1 1

= sre GG

cu ambii poli negativi, deci este este extern strict stabil.
In concluzie, sistemul este extern strict stabil pentru me(—o0,0]U{1} si extern
instabil pentru me(0,0)—{1}.

¢ Aplicatia 6.12. Sa se studieze stabilitatea internd si externa a sistemului continuu

my +(m+1)y+QBm+1)y+3y=—u+u, meR.
Solutie. Polinomul caracteristic
P(s)=ms> +(m+1)s*> +(Bm+1)s+3
are toti coeficientii pozitivi pentru m >0 si minorul
Ay =ayay —agay =Bm+1)(m+1)=3m=3m> +m+1

pozitiv pentru orice m real. Pentru m=0, polinomul caracteristic devine P(s)=s+s+3
si are ambele radicini cu partea reald negativa. In consecintd, sistemul este intern strict
stabil daca si numai daca m>0. Pentru m<0, sistemul este intern instabil.
Sistemul are functia de transfer
—s+1
ms> +(m+1)s*> +@Bm+1)s+3

G(s)=

Functia de transfer este reductibila in cazul m+(m+1)+(GBm+1)+3=0, adicd pentru

m=-1.1In acest caz
1-s 1

Gs)= (1-s)(s>+s5+3) - S2+s5+3

Deoarece polinomul polilor p(s)=s+s+3 are ambele radicini cu partea reald negativa,
sistemul este extern strict stabil. Pentru m=—1, sistemul are polinomul polilor identic cu

polinomul caracteristic. Prin urmare, sistemul este extern strict stabil pentru
mel0,0)u{-1}. Pentru me(—o,0)—{-1}, sistemul este extern instabil.
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¢ Aplicatia 6.13. Considerdam conexiunea cu reactie de mai jos, in care:

1 ¢t
u—k(e+jj.oedt), k>0 | 2 | z, Y

24y +10y+y=u.

Sa se studieze stabilitatea sistemului.

Solutie. Prin eliminarea variabilei u intre cele doud ecuatii, obtinem ecuatia

conexiunii serie a celor doud subsisteme:
24'y“+10y+y=k(é+§) .

Mai departe, inlocuind variabila e cu »—y, obtinem ecuatia intrare — iesire a sistemului,
sub forma

48y +20y+2(k+ D)y +ky=kQ2r+r).

Din ecuatia sistemului rezulta functia de transfer

k(2s +1
G(s)=— (zs ) .
48s° +20s° +2(k+)s+k

Deoarece functia de transfer este ireductibild (rddacina numaratorului s=-1/2 nu este si

radacind a numitorului), sistemul are polinomul polilor
p(s)=485>+20s> +2(k +1)s+k .
Polinomul polilor are are toti coeficientii pozitivi, iar minorul
Ay =aya, —apay =40(k +1)— 48k =8(5— k)

este pozitiv pentru k<5 . Prin urmare, conform criteriului de stabilitate Hurwitz, sistemul
este extern strict stabil pentru k<5 si extern instabil pentru k>5. In figura 6.1 este

prezentat raspunsul sistemului la o variatie treapta unitara a referintei 7, pentru trei valori
diferite ale parametrului & (k=0,1; k=1; k=7).

2.5 : : :
SR SR S
! k=70
1] SO AR SR N0 W S ST A S U N
] S (R O g 00 R R (R M
: 10,1 :
0.5} f-7-- e dfeeo Ry . N
0 10 il 0¥ 40% 50 U il U 70 ¢

Fig. 6.1. Raspunsul y(t) al sistemuluicu reactie la intrare treaptd unitard.
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¢ Aplicatia 6.14. Sa se studieze stabilitatea sistemului discret
10y@&)+17y( -D+8y(t—2)+ my(t —3)=u(t—1)+u(t-2), meR.
Solutie. Sistemul are polinomul caracteristic

P(z)=10z> +17z* +8z+m.

s+1

Ecuatia P( -

)=0, are forma
(35+m)s’ +(39-3m)s> +(5+3m)s +1-m=0.

Coeficientii polinomului din membrul stdng sunt pozitivi pentru —%< m <1. Impunand si

conditia
Ay =(5+3m)(39—3m)— (35+m)(1—m)=—8m* +136m +160>0,
rezulta ca sistemul discret este intern strict stabil pentru my<m <1, unde my=-1105.
Sistemul are functia de transfer

_ 2 1+z7h _ z(z+1)
1041727 +822+mz> 1022 +172% +8z+m

G(2)
Functia de transfer este reductibild in cazurile m=0 si m=1. In cazul m=0, sistemul

este intern strict stabil, deci este si extern strict stabil. In cazul m=1, avem

G(z)= z(z+1) _ z _ z
(z+D10z2+7z+1) 10z2+7z+1 Qz+DGz+1) "

_?1 au modulul subunitar, sistemul este extern strict stabil.

Pentru m=#0 si m=1, polinomul polilor coincide cu polinomul caracteristic P(z). In

Deoarece polii z :_71 sl z,=

concluzie, sistemul este extern strict stabil pentru m,<m<1. In figura 6.2 este prezentat

raspunsul sistemului la o variatie treaptd unitard a marimii de intrare, pentru doud valori
diferite ale Iui £ (k=0,5 si k=14).

01—
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Fig. 6.2. Raspunsul y(t) al sistemului discret la intrare treaptd unitarad.



PRINCIPIILE
REGLARII AUTOMATE

Marimile de intrare ale unui proces condus pot fi impartite in comenzi si
perturbatii. Prin intermediul comenzilor se poate interveni asupra procesului,
pentru ca acesta s evolueze dupa o traiectorie doritd, in conditiile actiunii arbitrare
a perturbatiilor.

Modelul I-S-E al unui proces continuu stationar strict propriu, cu comenzi §i
perturbatii, are forma

{X=f(X,U,V1,V2) O

Y=g(X)

unde U este intrarea de comandd, J; perturbatia masurata, V, perturbatia

nemasuratd, ¥ marimea de iesire, X marimea de stare, iar f si g sunt functii

continue in raport cu toate variabilele. In cazul liniar, modelul are forma:

2

X =AX+BU+GV,+GyY,
Y=Cx '

7.1. PROBLEMA REGLARII

Reglarea este operatia de mentinere a marimii de iesire a procesului la o
valoare cat mai apropiatd de cea a unei marimi de referintd, in conditiile
modificarii In timp a marimii de referintd si a actiunii perturbatiilor asupra
procesului reglat.

Problema reglarii (sintezei) consta in elaborarea unei comenzi convenabile
U(f) asupra procesului reglat P (fig. 7.1), astfel incat marimea de iesire a
procesului Y(¢) sd urmareascd cat mai bine o marime de referintd R(¢) data, in
conditiile actiunii perturbatiilor V() si V,(¢#) asupra procesului. Comanda U()
este elaboratd de elementul decizional (de comanda) C, numit compensator sau

regulator, dupd un algoritm adecvat (lege, formuld), pe baza valorii curente a
marimii reglate Y, a referintei R si a perturbatiei masurate V] .
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Compensatorul C poate indeplini si alte functii speciale (de identificare a
procesului P, de optimizare etc.).

Fig. 7.1. Schema de reglare a procesului P.

Sistemul de reglare realizeaza, in cazul ideal, conditia de reglare
Y()=R(?) ,
oricare ar fi intrarea de referintda R(f) si perturbatiile V() si V,(f) din clasa
functiilor de intrare admise. Problema reglarii poate fi descompusi, pe baza
principiului superpozitiei, in problema rejectiei efectului perturbatiilor si
problema urmaririi referintei.

Problema rejectiei exacte a efectului perturbatiei Vj(f) exprima cerinta idealad
ca In ipoteza R(£)=0 si V,()=0, sd avem Y(f)=0 oricare ar fi V{(f). Problema
urmaririi exacte exprima cerinta ideald ca in ipoteza V;(#)=0 si V,(#)=0, sd avem
Y(#)=R(¢) oricare ar fi R(¢). Principial, problema urmaririi exacte poate fi redusa la
problema rejectiei exacte. Astfel, prin inlocuirea iesirii ¥ cu iesirea Z=Y—-R,
problema urmaririi exacte se transforma in problema rejectiei exacte a efectului
intrarii R(¢) asupra iesirii Z(?) .

In aplicatiile practice, problema reglarii trebuie relaxatd, in sensul nlocuirii
conditiei rigide ca marimea reglatd Y sa urmareasca exact marimea de referinta R,
cu conditia ca Y sa urmareascad pe R cu un anumit grad de precizie.

In regim stationar, gradul de precizie este dat de eroarea stationara

Ey = m[RO-Y ()] , (3)

corespunzatoare anumitor functii de intrare R(¢) s1 V|(¢) date, de tip persistent (care

nu tind la zero atunci cind t—o). Functia treaptd unitard 1(f) si functia rampa
unitara ¢-1(¢) sunt functii persistente, in timp ce functia impuls Dirac J,(¢), functia

exponentialda e’-1(f) si functia trigonometrica sin2z-1(#) sunt exemple de functii

nepersistente.
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In regim dinamic, gradul de precizie poate fi exprimat, de exemplu, prin

valoarea integralei

3= Irey-vo)fa, )

corespunzatoare unor functii de intrare R(f) si V(¢) date, nu neaparat persistente. In
proiectare, se impune fie minimizarea indicatorului de calitate J in raport cu
structura si parametrii compensatorului, fie limitarea superioara a acestuia, printr-o
conditie de forma J < Jgp.

Sistemele de reglare pot functiona pe baza principiului actiunii dupa cauza
sau pe baza principiului actiunii dupa efect (eroare, abatere). Sistemele cu reglare
dupa cauza se mai numesc sisteme cu actiune directd (cu precompensare sau cu
“feedforward”), iar sistemele cu reglare dupa efect se numesc sisteme cu actiune
inversa (cu reactie sau cu ‘‘feedback”).

7.2. PRINCIPIUL REGLARII DUPA CAUZA

Principiul reglarii (actiunii) dupd cauza presupune interventia asupra
procesului reglat numai pe baza valorilor curente ale intrarii perturbatoare si
intrarii de referinta.

Conform principiului reglarii dupa perturbatie, se evalueaza valoarea
curentd a perturbatiei, se estimeaza efectul acesteia asupra mirimii de iesire a
procesului (marimii reglate) si se intervine convenabil asupra procesului in scopul
compensarii efectului produs de perturbatie. Deoarece actiunea compensatorului
are loc in paralel si simultan cu actiunea directd a perturbatiei, sistemul de reglare
poate sd prevind modificarea marimii reglate de catre perturbatia respectiva.
Pentru realizarea reglarii ideale (care presupune mentinerea neschimbata a marimii
reglate in conditiile variatiei arbitrare a marimii perturbatoare) este necesara
cunoagterea exacta a modelului dinamic al procesului reglat. Chiar si in acest caz,
efectul perturbatiillor nemdsurate rdmine in totalitate necompensat, ceea ce

constituie un mare dezavantaj al reglérii dupa perturbatie.

Conform principiului reglarii dupa referinta, se evalueaza valoarea curenta a
referintei si se intervine convenabil asupra procesului in scopul aducerii marimii
de iesire a procesului (marimii reglate) la valoarea marimii de referinta.
Comparatia marimii reglate cu marimea de referintd, in conditiile in care aceste
marimi sunt de naturd fizica diferitd (de exemplu, marimea reglatd este
temperatura unui lichid, iar marimea de referintd este semnal unificat 4...20 mA),
este posibila prin folosirea exprimarii procentuale a valorilor celor doud marimi.
Ca si 1n cazul precedent, realizarea unei regléari de buna calitate este posibila numai
in conditiile cunoasterii foarte exacte a modelului procesului reglat. In plus,
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reglarea este eficientd numai in lipsa actiunii perturbatiilor asupra procesului
reglat.

La reglarea dupa perturbatie se urmareste mentinerea constanta a marimii de
iesire a procesului, iar la reglarea dupa referintd se urmireste aducerea marimii

reglate la o valoare apropiata de cea a referintei.

Sistemele de reglare dupd cauza (dupa perturbatie si dupa referintd) sunt
sisteme cu structurd deschisa (fig. 7.2), deoarece compensatorul nu primeste
informatie referitoare la valoarea marimii reglate, deci la efectul actiunii sale
asupra procesului reglat. In consecintd, compensatorul nu poate efectua actiuni de
autocorectie, iar aplicatiile practice bazate numai pe principiul reglarii dupa cauza
nu pot fi realizate In conditii bune de precizie si robustete. Sistemele automate de
reglare dupa cauza sunt eficiente numai in corelatie cu sistemele de reglare dupa
efect.

Fig.7.2. Sistem de reglare automata dupd perturbatie si referintd.

Modelul I-S-E al compensatorului liniar C care realizeaza reglarea dinamica
dupa perturbatia V| si dupa referinta R (fig. 7.2), are forma I-S-E

X =AX+BV,+B,R
5)

U=CX+DV,+D,R

unde X reprezinta starea curentd a compensatorului.

Daca se urmareste numai reglarea stationara (in regim stationar) dupa
perturbatia V| si dupd referinta R, atunci compensatorul C este de fip static, cu

modelul liniar de forma
U=KR+K,J. (6)

Considerand procesul P liniar, cu modelul stationar
Y=KpU+Kpl, (7)
parametrii K| si K, ai compensatorului sunt dati de relatiile

Ki=Kpi, Ky=-KpKp,. ®)
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In cazul reglarii perfecte dupd perturbatie cu compensator static, efectul
perturbator produs de o variatie treaptd a perturbatiei masurate asupra marimii
reglate este integral eliminat la incheierea regimului tranzitoriu, in conditiile
proiectarii perfecte (ideale) a compensatorului (fig. 7.3, B). Forma de variatie a
marimii reglate n timpul regimului tranzitoriu este determinata de caracteristicile
dinamice ale celor doud canale ale procesului prin care se propaga efectul
perturbator si efectul comenzii. In cazul reglarii perfecte cu compensator dinamic,
efectul perturbator este eliminat in intregime pe toatd durata regimului tranzitoriu
(fig. 7.3, C). Sinteza compensatorului dinamic este o operatie mult mai dificila,
care necesitd cunoasterea modelului dinamic al procesului P. De remarcat faptul ca
existd procese la care efectul perturbator nu poate fi perfect compensat, oricum am
alege structura §i parametrii compensatorului. Un exemplu in acest sens este
procesul cu timp mort, la care timpul mort al canalului perturbator este mai mic

decat timpul mort al canalului de comanda.

Fig. 7.3. Variatia in timp a iesirii procesului la modificarea treaptd a perturbatiei:
A - in lipsa reglarii; B - la reglarea perfectd dupa perturbatie cu compensator static;
C - la reglarea perfectd dupd perturbatie cu compensator dinamic.

In cazul reglarii perfecte dupa referintd cu compensator static, pentru o
variatie treapta a referintei si in lipsa actiunii perturbatiilor, marimea reglata este
adusa la incheierea regimului tranzitoriu exact la noua valoare a referintei (fig. 7.4,
Y). Forma de variatie a marimii reglate in timpul regimului tranzitoriu este
determinatd de caracteristicile dinamice ale canalului procesului prin care se
propaga efectul comenzii. In cazul reglarii cu compensator dinamic, marimea
reglatd este adusa la valoarea marimii de referintd intr-un timp mult mai scurt (fig.
7.4, Y,). Teoretic, prin alegerea adecvatd a structurii si parametrilor compensa-
torului dinamic, timpul de raspuns poate fi facut oricat de mic in cazul proceselor

fara timp mort. Reducerea timpului de raspuns implica nsa generarea unui semnal



116 PRINCIPIILE REGLARII AUTOMATE

de comandd de mare intensitate, a carui forma se apropie de cea a impulsului
Dirac. In aplicatiile practice nu se utilizeaza asemenea semnale de comanda,

pentru a se evita uzura si consumul exagerat de combustibil si energie.

Fig. 7.4. Variatia in timp a iesirii procesului la modificarea treapta a referintei R:
Y, - la reglarea perfectd dupd referintd cu compensator static;

Y, - la reglarea dupa referintd cu compensator dinamic.

7.2. PRINCIPIUL REGLARII DUPA EFECT

Principiul reglarii (actiunii) dupd efect presupune interventia asupra
procesului reglat, pe baza informatiei obtinute prin masurarea marimii de iesire a
procesului (marimii reglate), in scopul mentinerii marimii reglate la o valoare cat
mai apropiatd de valoarea referintei, in conditiile actiunii perturbatiilor asupra
procesului si ale variatiei in timp a referintei. La sistemele cu actiune dupa efect,
aparitia erorii (diferentei intre marimea reglata si marimea de referintd) nu poate
fi prevenita, dar actiunea de reducere a acesteia incepe din momentul producerii
celei mai mici erori sesizabile, indiferent de cauza care a provocat eroarea.

Modelul I-S-E al compensatorului liniar C care realizeazd urmarirea

referintei R de citre marimea reglatd Y (fig. 7.1), are forma
X=AX+BE

)

unde E=R-Y reprezintd eroare de reglare, iar X starea curentd a compensa-
torului. In unele cazuri, in locul algoritmului cu un grad de libertate (9), se

utilizeaza algoritmul cu doud grade de libertate

X=AX+BY+B,R
: (10)
U=CX+DY+D,R
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Un compensator liniar care utilizeazd ambele principii de reglare - dupa

perturbatie si dupa eroare, are modelul I-S-E sub forma

X =AX+BY+B,R+BY,
(11)

U=CX+DY+D,R+Dy;

Omul, cel mai evoluat sistem cunoscut, utilizeaza in mod curent cele doua
principii ale reglarii. In plus, majoritatea procesele interne specifice corpului viu se
desfasoara in stransa corelatie cu aceste principii.

In figura 7.5 este prezentatd schema practica a unui sistem monovariabil de
reglare automata dupa eroare (abatere). Dispozitivul de reglare a procesului P
este compus din traductorul T, regulatorul R (ccare include si elementul de
comparatie) si elementul de executie E, care indeplinesc respectiv functiile de

masurare, de comanda si de executie.

Fig.7.5. Sistem de reglare automata dupa eroare.

Regulatoarele clasice (conventionale) genereaza comanda ¢ prin prelucrarea
erorii curente ¢=r—m (r - semnal de referintd sau “set-point”; m - semnal de
masurd sau de reactie) dupa cunoscutul algoritm de reglare PID (de tip
proportional-integral-derivativ). In majoritatea cazurilor, algoritmul continuu PID
este utilizat sub urmétoarea forma idealizata:

de(®)
dt

1+c¢

g, E=r—m (12)

- 1!
c(t)—KR[g(t)+Ti J.Og(t)dt+Td
in care K,, T, si T, sunt parametri de acordare (K, - factorul de proportiona-

litate, 7, - constanta de timp integrald, 7, - constanta de timp derivativa). Daca

1

sistemul de reglare se afla la momentul initial =0 in regim stationar, cu eroarea
zero, atunci ¢, reprezintd chiar valoarea initiald a comenzii. Intre factorul de

proportionalitate K, si banda de proportionalitate B, (cu care se opereaza

frecvent in practicd) existd relatia K,=100/B,. In forma (12) a algoritmului de
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reglare, factorul de proportionalitate K, influenteaza in mod egal toate cele trei

componente ale comenzii.

In realizarea unei regldri performante, un rol important il au valorile celor trei
parametri de acordare, care determind intensitatea si forma de variatie in timp a
comenzii la modificarea referintei si la actiunea perturbatiilor asupra procesului.
Valorile optime ale parametrilor de acordare sunt dependente de caracteristicile
dinamice ale procesului reglat.

Componenta proportionala P are expresia
cp()=Kpe(t)+c,.

Aceastd componentd constituie, In majoritatea cazurilor practice de reglare,
componenta principald a comenzii. Ea este proportionald cu valoarea curentd a
erorii, generand un efect care se opune cresterii erorii, dar si scaderii acesteia,
cu atdt mai puternic, cu cat factorul de proportionalitate K, este mai mare.
Componenta proportionald reduce eroarea produsa prin actiunea perturbatiilor sau
prin modificarea referintei, dar nu reuseste, de reguld, sa anuleze eroarea

stationard (finala). Acest neajuns se datoreste faptului cd la eroare nuld, valoarea
componentei proportionale este intotdeauna egala cu ¢, . Valoarea erorii stationare

este insd cu atit mai micd cu cat factorul de proportionalitate K, este mai mare.

Pentru compensarea efectului produs asupra marimii reglate de o perturbatie tip

treaptd, valoarea finala a comenzii trebuie sa fie, de reguld, diferitd de valoarea
initiald. Dar variatia comenzii Ac, este realizabild numai pe baza variatiei erorii

Ag, dupd relatia Ac, =K, A& . Pentru o variatie datd a comenzii Acp, variatia

erorii Ag este invers proportionala cu factorul de proportionalitate K .

Componenta integrala | are expresia
K, ¢t
R
=7 Iogdt+c0.
1

Aceastd componentd este proportionald cu integrala erorii. Ea are caracter
Hpersistent”, in sensul cd nu-si inceteazd actiunea decat atunci cand eroarea
redevine zero. In consecintd, rolul principal al componentei integrale este acela de
anulare a erorii, deci de aducere a semnalului de masura la valoarea semnalului de
referintd.Din acest punct de vedere, componenta integrala este complementara
componentei proportionale. La reducerea erorii, componenta integrald isi reduce
intensitatea, dar sensul de actiune ramane orientat tot spre reducerea erorii. Prin
urmare, componenta integrald nu genereazd efect de opozitie, asa cum face
componenta proportionala.

Componenta derivativa D are expresia
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de
CD:KRTdE'

Aceastd componentd este proportionald cu viteza de variatie a erorii. Ea are
caracter ,anticipativ”’, care rezultd din faptul cd semnul si valoarea vitezei de
variatie a erorii la un anumit moment de timp anticipa evolutia ulterioara a erorii
(In sensul ca aceasta va ramane constanta la viteza nula, va creste la viteza pozitiva
si va scddea la vitezd negativd). Ca §i componenta proportionald, componenta
derivativa se opune atdt cresterii, cat si scaderii erorii. In general, componenta
derivativd poate contribui la imbundtatirea stabilitatii si calitdtii operatiei de
reglare. In anumite situatii insd, introducerea componentei derivative poate
inrautati stabilitatea si robustetea reglarii (de exemplu, in cazul in care zgomotul
de masurare este relativ mare).

Datoritd componentei derivative, regulatorul PID este un sistem impropriu.
In realitate, componentei derivative i se asociazd o constantd de intarziere 7, . In

acest caz, algoritmul PID are forma

dD

de
fa'dr

+D:Td§

_x Uit odrD) (13)
c= R(5+T[J.Oe t+D)

La modificarea treaptd a referintei sau a masurii, deci a erorii, componenta
derivativa este la momentul initial #/=0+ de k, ori mai mare decat componenta
proportionala, unde k,=T7,/7,. In timp ce componenta proportionala rdimane Insa
constantd, componenta derivativd descreste exponential si se anuleazd dupd un
timp egal cu circa (3---4)r, . In aplicatiile practice, raportul derivativ k, se alege
in gama 2---10.
In cazul regulatoarelor numerice, algoritmul de reglare Pl are forma intrare-
stare-iesire
Ik=]k1+%_£k (14)
¢ =Kgple, +1))+¢,

si forma intrare-iesire

T
ck:Ck—l+KR[(gk_gk—l)+Tgk]’ (15)

1

unde 7 reprezintd perioada de esantionare, iar ¢, este valoarea comenzii in

momentul comutarii regulatorului din regim MANUAL (cu eroarea nula si
comanda c constantd, egald cu ¢,) in regim AUTOMAT (cu comanda c generata

pe baza algoritmului de reglare).

Algoritmul numeric PID poate fi scris sub forma



120 PRINCIPIILE REGLARII AUTOMATE

Dy =p Dy + Kk, (&, —&;_)

(PD =PIy +Kl(e,— 8, )+ =51 (16)

]

¢, =(PI), + D, +¢,

T, .
unde & =T—d si py=e7 /% =1/(1+x+x%/2),cu x=T/z,.
d

Pe durata intervalului de esantionare care urmeaza unei modificari treaptd a
referintei sau a masurii (deci a erorii), componenta derivativa este de k, ori mai

mare decat componenta proportionala.

In cazul algoritmilor de reglare (15) si (16), modificarea unui parametru de
acordare in timpul regimului AUTOMAT se realizeaza ,,fara soc”, adica fara a
produce o variatie bruscd a semnalului de comanda. In schimb, la algoritmul de
reglare (14), modificarea factorului de proportionalitate K, produce, in lipsa altor
masuri speciale, o variatie brusca a comenzii.

Pentru ca operatia de schimbare a regimului de lucru din MANUAL in
AUTOMAT sa se realizeze ,fard soc”, operatia de comutare MANUAL-
AUTOMAT trebuie precedatdi de o operatie de initializare convenabila a

variabilelor algoritmului de reglare. La algoritmul (16), operatia de initializare
constd in initializarea variabilei &, ; la valoarea curentd a erorii, a variabilelor

D,_, si (PI),_, la valoarea zero, iar a variabilei ¢, la valoarea curentd a comenzii.

In aceste conditii, prima valoare a comenzii generate pe AUTOMAT (la pasul

k=1), va avea valoarea

clzKR%"91+coECO' (17)
i

Daca insa variabila &,_, este initializata la valoarea zero, atunci
- T, 1
cl_KR(1+T+T_)81+CO' (18)
i d
In acest ultim caz, toate cele trei componente ale comenzii actioneaza din primul

moment pentru reducerea erorii, exact ca in cazul in care eroarea s-ar fi modificat

brusc, de la valoarea zero la valoarea curenta.
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Prin utilizarea algoritmului de reglare cu doua grade de libertate

Dy =p Dy =Kk, (my —my_,)
T
(Pl)k:(Pl)k—l+KR[(5k_‘9k—1)+75k] , (19)
1

¢, =(PI),+ D, +c¢,

actiunea componentei derivative are loc numai la variatia semnalului de masura m,
nu si la variatia referintei . Algoritmul are doud grade de libertate, deoarece
modul de procesare a semnalului de referintd » este diferit de modul de procesare

a semnalului de masura m .
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