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SOLICITARI SIMPLE

fiind rezultatul intersectiei
dintre suprafata exterioara a
barei §i doud sectiuni
drepte, infinit apropiate.
Intre cele doua curbe
directoare se traseaza o serie
de generatoare foarte
apropiate intre ele, care pot fi
considerate a fi segmente de
lungime dx din fibrele situate
la suprafata exterioara a barei
z (fig. 3.2, a).

Dupa ce bara este
solicitatd de cdtre o forta
exterioara care genereaza in
ea efortul sectional constant N (fig. 3.2, ), se constata urmatoarele:

— toate generatoarele trasate la suprafata barei au deplaséri si deformatii liniare
egale, ceea ce conduce la concluzia ca, la exteriorul barei, segmentele de fibre de
lungime dx s-au alungit toate cu aceeasi cantitate Adx, (indicele 0 precizeaza ca se
face referire la fibrele de la exteriorul barei);

— unghiurile dintre generatoare §i curbele directoare, initial drepte, raman
drepte si dupa solicitare.

Rezulta ca la exteriorul barei:

r
Ty Fig. 3.1.

g, = Adx, _ ct. ;70 =0. (3.2)

dx
x L dx ‘ in baza ipotezei
v | — sectiunilor ~ plane, toate
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, LA "> a)  segmentele  de  fibre
v v cuprinse intre cele doud
3 . ; sectiuni  imaginare  au
5 7 ; 7 N aceleasi deplasari si
) R e {—)—» b)  deformatii. Rezulti cd in
1 AN : N toate punctele de pe
x+u x+Adx | sectiunea dreaptd a barei
o erd s ey supusa 'la intipdere sau
& compresiune simpld, se
Fig.3.2. dezvoltd aceeasi stare de

deformatii caracterizata de:
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Adx
e=—— =ct.;y=0. 33
o Y (3.3)

Aspectul fizic al problemei este dat de relatiile:
c=Ee;t1=Gvy (3.4

care exprima legea simpla a lui Hooke.
Din combinarea aspectului fizic cu cel geometric, relatiile (3.3) si (3.4), se
poate deduce:

c=Ee=ct. ; 1=Gy=0. (3.5)
Din a doua relatie (3.5) rezulta ca:
Ty = T = 0, (3.6)

oricare ar fi directiile y si z din planul sectiunii drepte.
Introducand aceste valori in relatiile (3.1) se constata ca a doua, a treia si a
patra egalitate se verifica identic, iar din ultimele doua relatii rezulta:

jydA=o; jsz=o. (3.7)
(4) (4)

Aceste doud egalitati, care exprima

momentele statice ale sectiunii barei in N — N
. ’ . o B T —y = —

raport cu axele y si z, se verifica — A4

deoarece, se cunoaste de la mecanica,

momentele statice ale unei suprafete in Fig. 3.3

raport cu axe ce trec prin centrul de
greutate al acesteia sunt nule.
Din prima relatie (3.1), cunoscéand (3.5), se determina valoarea efortului axial N:

N=E-¢ [dd =E-ed=E &= N
(4) 4

care, in baza primei relatii (3.5) conduce la:

c=—. (3.8)
A
Rezultd ca pentru o barid solicitatd la intindere sau compresiune simpla, in
orice sectiune dreaptd a acesteia, tensiunea G se distribuie uniform in toate
punctele si valoarea ei se determind cu relatia (3.8) (fig. 3.3), iar tensiunile
tangentiale sunt nule — vezi relatia (3.6).
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3.1.2. Calculul de rezistenta

Deoarece la barele drepte solicitate la Intindere sau compresiune simpla, starea
de tensiuni este la fel de periculoasd in toate punctele de pe sectiunea dreapta,
tensiunea ¢ avand o distributie constanta conform relatiei (3.8), conditia de
rezistenta se aplica in sectiunea unde efortul N are valoarea maxima:

6, =——<0,. (3.9)

Relatia (3.9) poate fi folosita pentru:

— dimensionarea barei atunci cand se cunoaste solicitarea, deci se cunosc
valoarea lui N, si materialul din care aceasta este confectionatd, adica rezistenta
admisibila o,:

(3.10)

unde A4, reprezinta aria necesard a sectiunii barei pentru ca ea sa reziste la efortul
axial Nmax, 1ar A4, este aria sectiunii barei in functie de dimensiunile acesteia;

— verificarea dimensiunilor sectiunii barei atunci cand se cunosc solicitarea,
forma si dimensiunile sectiunii barei, precum si rezistenta admisibila:

N,

f£;x=|A“;;* <o, (.11)

(¢

unde AY reprezintd aria efectivd a sectiunii nete a barei; verificarea barei se va

face dupa fiecare dimensionare, ca masurd suplimentard de sigurantd in ceea ce
priveste corectitudinea calculelor;

— determinarea efortului capabil, adica a fortei maxime de solicitare
corespunzatoare Iui Npax, atunci cand se cunosc forma si dimensiunile sectiunii
barei, precum si rezistenta admisibila:

— o
F<N,,=0c,4,. (3.12)
De retinut este faptul ca, atat valoarea Iui Npax cat si aria sectiunii nete 4,
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trebuie luate 1n acelasi punct de pe axa barei, adicd in aceeasi sectiune, care se
presupune a fi periculoasa.
In general, aria sectiunii nete a barei este:

A,, = Abr - AS:

Ap, reprezentd aria sectiunii brute a barei, adicd a sectiunii curente, iar 4; — aria
slabirilor, adicd aria cumulatd a acelor parti din sectiune care se pierd datorita
unor nevoi constructive, ca de exemplu prinderea barei de alte parti ale
constructiei.

B C
B-B c-C
| N
| <]
,L‘. _e_(): ................ N B Eﬁh
) I ; g <
O I R =
| o
) b
B C

Fig.3.4.

In figura 3.4 este ilustratd prinderea a doud platbande prin intermediul a trei
nituri. Pentru cazul sectiunii B—B aria netd este: 4. °= bh — 2bd = b(h — 2d), iar
pentru sectiunea C—C: A “= bh — bd = b(h — d). Deoarece aria slabirilor 4; nu
poate fi cunoscutd la momentul dimensiondrii, ea depinzand de dimensiunile
sectiunii curente, calculul de rezistentd, in prima faza, va fi un calcul de
predimensionare. Aceasta se va efectua folosind o relatie de legatura intre A, i A,:
de exemplu, pentru profile din S235 (OL37), 4p-= (1,10 =+ 1,15)4,,.

Dupa predimensionarea sectiunii barei si determinarea slabirilor necesare se
poate calcula aria sectiunii nete efective 47 si efectua verificarea acesteia cu relatia
(3.11).

Deoarece in conditia de rezistentd (3.9) intervine aria sectiunii nete, calculul
barelor solicitate la intindere sau compresiune simpld poate fi efectuat complet
numai odata cu calculul imbinarilor acestora, care implica calculul elementelor de
imbinare (nituri, buloane, sudura).
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3.1.3. Deformarea barelor drepte supuse la intindere sau compresiune

Ansamblul deplasarilor punctelor unei bare produse de solicitarile la care este
supusd, fatd de configuratia barei nedeformate, defineste forma deformata a
acesteia.

In cazul unei bare solicitati la intindere sau compresiune simpla deformarea
barei se produce numai axial (v. fig. 1.18, b) si in baza relatiilor (1.30) si (3.8)
deformatia specifica liniara este:

c N

E=—=—. 3.13
E FEA ( )

In aceasta situatie, alungirea unei bare de lungime / supusa la intindere sau
compresiune simpla este:
N

Al = js-dx=jadx. (3.14)

(O] (O]
Daca efortul sectional N este constant pe toatd lungimea / a barei si daca
aceasta are sectiunea constanta atunci;

M

Al .
EA

(3.15)

Sunt anumite structuri care nu trebuie sa prezinte, sub solicitdri, deformatii
mai mari decat cele admisibile. Pentru astfel de structuri, pe langad conditia de
rezistentd (3.9) trebuie verificatd si conditia de rigiditate. In cazul unei bare
solicitata la intindere sau compresiune simpla, aceastd conditie de rigiditate are
forma:

(ADmax < (Al)a, (3.16)

unde (Al)max se determina, dupa caz, cu relatia (3.14) sau (3.15).

Daca conditia de rezistentd (3.9) este indeplinitd, iar conditia de rigiditate
(3.16) nu, atunci din acesta se exprima A, in functie de (A/), si se determina noi
dimensiuni pentru sectiunea barei studiate. In aceasti situatie conditia de
deformatie (3.16) este mai restrictiva, conditia de rezistenta (3.9) fiind indeplinita
acoperitor.

55



SOLICITARI SIMPLE

3.1.4. Incercarea la tractiune

Incercarea la tractiune se utilizeazd ca fincercare de referinti pentru
evidentierea comportdrii materialelor i produselor industriale supuse solicitarilor
mecanice.

Conditiile s1 modul de realizare a incercarii la tractiune si caracteristicile
mecanice care se pot determina din aceasta Incercare sunt reglementate, in functie
de tipul produsului si natura materialului din care este fabricat, prin standarde. In
tabelul 3.1 sunt prezentate aceste norme pentru cele mai utilizate tipuri de
materiale si produse industriale.

3.1.4.1. Curba caracteristica conventionala la tractiune (CCCT)

in mod obisnuit (materiale metalice, lemn, materiale plastice etc.) incercarea
la tractiune se executa pe epruvete confectionate din materialul care se cerceteaza,
avand forma si dimensiunile prezentate in figura 3.5. Aceste epruvete au o
portiune centrald, cu sectiunea circulara (epruvete circulare) sau dreptunghiulara
(epruvete plate), calibratd (cu dimensiuni precise) si doud capete de prindere (pe
magina cu care se realizeazd incercarea) cu diverse configuratii (cilindrice,
conice, cilindrice filetate, plate, plate cu orificii pentru bolturi etc.). Pe portiunea
calibrata a epruvetelor se
traseaza (Tnainte de incercare)

doud repere la distanta Lo; de Tabelul 3.1.
reguld, distanta (lungimea) Tipul produsului f;a?e(iigﬂ;;;e
initiala Intre repere L, se alege si materialul din Coi ditiile si modul
in functie de aria sectiunii care este de inc;erca?‘e la
transversale initiale a portiunii confectionat tractiune
calibrate Sy, utilizand relatia: i
o, T2 ’ Mareriale SR EN 10002

Ly =kyS, - (3.17) Cabluri de otel STAS 272
Epruvetele  astfel  dimen- Tevi metalice STAS 6718
sionate se numesc epruvete Lemn si produse STAS 6291;
proportionale (de obicei, se din lemn STAS 336
adopta k£ = 5,65, ceea ce, Cauciuc STAS 3888
pentru epruvetele rotunde, Materiale plastice STAS 6642

este echivalent cu Lo = 5dp).
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Fig. 3.5.

In timpul incercirii la tractiune, pe directia axei longitudinale a unei epruvete
realizate conform prescriptiilor anterior prezentate, se aplica o forta de tractiune F,
crescatoare ca intensitate, care produce deformarea progresiva si, in final, ruperea
epruvetei. Magina folosita pentru realizarea incercdrii la tractiune este prevazuta
cu dispozitivele necesare pentru a masura si/sau inregistra (pe toatd durata
incercarii) intensitatea fortei aplicate F si deformatiile liniare (lungirile sau
extensiile) produse epruvetei AL = L — Ly, L fiind distanta (lungimea) intre
reperele epruvetei la aplicarea fortei de tractiune cu intensitatea /. Prin masurarea
secventiald sau inregistrarea continud a valorilor marimilor F' si AL, se poate
construi curba dependentei F' = g(AL), numitd diagrama incercarii la tractiune
(DIT) sau diagrama forta — alungire (extensie).

Reprezentdnd in coordonate rectangulare variatia tensiunii (conventionale)
6 = F/S, in functie de alungirea specifica € = AL/Ly sau in functie de alungirea
procentuald &= (AL/Ly)-100, se obtine o curbd o= flg), numitd curba
caracteristicd conventionala la tractiune (CCCT) sau curba caracteristica
tensiune — deformatie specificd a materialului cercetat. De exemplu, in mod
obisnuit, pentru materiale metalice CCCT se prezintd ca in figura 3.6, a, iar pentru
materiale plastice ca in figura 3.6, b.

Cu ajutorul CCCT (construitd pe baza incercdrii la tractiune) se pot evidentia
particularitatile comportarii oricarui material metalic solicitat mecanic §i se pot
defini o serie de caracteristici mecanice pe baza carora se realizeaza calculele de
proiectare si/sau verificare a structurilor.
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oA Deformare
uniforma Gdtuire  Rupere \
R § Rupere
| 3
| s
R, ; S
Q o
0 [ |
’ A Deformatie specifica
a) b)
Fig. 3.6.

Exista mai multe caracteristici care se definesc si se determina in mod obignuit:

a) Limita de curgere aparentd R, (in N/mm?); reprezinta tensiunea la care se
produce cresterea deformatiilor specifice ale materialului la o tensiune constanta
de solicitare (tensiunea la care are loc fenomenul de curgere sau tensiunea
corespunzatoare palierului inregistrat pe CCCT (v. fig. 3.6, a); aceasta
caracteristica se determina cu relatia:

:£:4—FCZ, (3.18)
A, mnd,

e
in care F. reprezinta valoarea fortei de solicitare a epruvetei la care apare
fenomenul de curgere, in N; A, — aria sectiunii initiale a zonei calibrate a epruvetei,
in mm’.

In cazul materialelor la care nu se manifestd un fenomen de curgere aparents,
CCCT neprezentand variatii bruste ale pantei la instalarea procesului de deformare
plastica, ci numai modificari continue, care evidentiazd cresterea ponderii
deformatiilor plastice si aparitia fenomenului de ecruisare, se defineste /imita de
curgere conventionald R,. Ea reprezentdnd tensiunea la care alungirea specifica
neproportionald (de naturd plasticd) ¢, atinge o valoare prescrisd; in mod curent
limita de curgere conventionald se determind pentru o alungire procentuald
neproportionald €, = 0,2% si se noteazd R0 .

b) Rezistenta la tractiune R, (in N/mm?®); reprezinti tensiunea
corespunzdtoare fortei maxime de solicitare a epruvetei inainte de rupere F, (V.
fig. 3.6, a) si se defineste cu relatia:
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R, = P _ —4F‘“;" : (3.19)
S, nd,

Rezistenta la tractiune este o caracteristicd mecanicd importanta pentru foarte
multe materiale si produse industriale: materiale si produse metalice, lemn si
produse din lemn, materiale plastice si produse din materiale plastice, hartie,
materiale si fibre textile etc.

¢) Alungirea procentuald dupd rupere (sau alungirea la rupere) A (in %); se
defineste cu relatia:

_Lu _LO

A 100, (3.20)

0
in care L, reprezintd lungimea ultima a zonei calibrate, determinata prin asezarea
cap la cap a celor doua parti ale epruvetei rupte la incercarea la tractiune si
masurarea distantei intre cele doud repere ale zonei calibrate a epruvetei.
d) Coeficientul de gatuire

<N__,,_,,_,~;?,,ff,_,;£_,,_,,_,,_,,_,,_,,_ff,_,,_,,_,,_,,_,,' ,_,,_f,;_N, (gdtuire sau strictiune), Z (in %); se
------- PP PTPPPPY RO defineste cu relatia:
lo Al
« PN S, =S
« ly Z=—2_"v.100, (3.21)
0
Fig. 3.7.

in care S, reprezintd aria epruvetei
in sectiunea de rupere (aria minimd); alungirea procentuald dupa rupere si
coeficientul de gatuire sunt caracteristici mecanice utilizate mai ales in cazul
materialelor metalice si materialelor plastice.

3.1.4.2. Deformatii transversale. Coeficientul lui Poisson

Dupa cum s-a putut constata, in cazul epruvetelor utilizate la incercarea la
tractiune, concomitent cu alungirea epruvetei se produce si o gatuitura a acesteia.
Rezultd ca, daca se considerd o bard de lungime /y si diametru dy (fig. 3.7), pe
langa deformatia specifica longitudinald, a carei valoare este:

.o [, -1, _ Al ’
L 4
apare si o deformatie specifica transversala care are valoarea:
d —d
g, =—L=—ue. (3.22)
dO
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In relatia anterioard p < 0 reprezinta coeficientul lui Poisson si el constituie o
constanta elastica a materialului.

Pentru a determina valoarea lui p se defineste deformatia specificd volumica:

. AV _ 1o,
’ VO VO .

Daca se exprima, in relatia anterioara, Vy si V' in functie de dy, respectiv d, si
daca se tine seama ca [,/ = 1 + € si &, = d/dp, neglijand termeni g si 82, ca valori
foarte mici, deformatia specifica volumica capata expresia:

gv=(1 —pe)’(1 +&)— 1 =gl —2p). (3.23)

Pentru o bara solicitata la intindere, €, > 0, ceea ce face ca, din relatia (3.23),
1 —2u > 0, adica u < 0,5. Rezultd ca, u € [0, 0,5]. Valoarea 0,5 corespunde
corpurilor perfect elastice la care schimbarea formei se face fara variatie de
volum, iar valoarea zero corespunde plutei. Pentru otelurile obisnuite p = 0,3.

3.1.4.3. Relatia de izotropie

Aspectul fizic al problemelor rezistentei materialelor defineste legatura dintre
tensiuni si deformatii specifice. Pentru solicitarea de intindere monoaxiala aceasta
legédtura se exprima, asa cum s-a aratata n paragraful 1.8.3, sub forma (1.3) (legea
simpld a lui Hooke). O relatie similard se determind experimental si in cazul
solicitarii de forfecare pura, solicitare la care apar numai tensiuni tangentiale t si
deformatii specifice vy:

=Gy (3.24)

coeficientul de proportionalitate G reprezintd modulul de elasticitate transversal,
se exprima in N/mm” si reprezinti, ca si £, o constanti elastic a materialului.
Intre cele trei constante elastice u, £ si G exista egalitatea:

E

care reprezintad relatia de izotropie.
Pentru p € (0, 0,5) se obtine 0,333 < G/E <0,5.
In tabelul 3.2 sunt date valorile constantelor E, G si p pentru unele materiale uzuale.
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Tabelul 3.2.
Modulul de elasticitate [N/mm”] Coeficientul

Material E G u
Otel carbon 2..2,1)10° 8,1-10* 0.24...0,28
Otel aliat 2,1-10° 8,1-10* 0,25 ...0,30
Fonti cenusie si alba (1,15 ... 1,60)-10° 4,5-10* 0,23 ...0,27
Cupru laminat 1,1...1,3)-10° 4.9-10*
Bronz fosforos 1,15-10° 4,2.10* 0,32..0,35
Alama 0,9 ... 1,0)-10° (3,5 ...3,7)-10* 0,32..0,42
Aliaje de aluminiy (0,67 ...0,71)-10° | (2,4..2,7)-10* 0,32 ...0,36
Duraluminiu (0,70 ... 0,75)~105 (2,6 ... 2,7)~104 -
Zidirie de caramida 2,5..3)-10° - -
Lemn (in lungul fibrelor) ©..12)10° 450 ... 650 -
Lemn (perpendicular pe fibre) | (0.4 ...1,0) -10° 450 ... 650 -
Cauciuc 8 - 0,47
Celuloid (1.7...2.0)-10° 600 ... 700 0,39

3.1.5. Sisteme static nedeterminate la intindere sau compresiune simpla

In multe cazuri fortele de legiturd sau eforturile sectionale nu pot fi
determinate numai din ecuatii de echilibru static deoarece sunt mai multe
necunoscute — forte de legitura sau eforturi — decét ecuatii de echilibru. In astfel
de cazuri sistemul de forte este denumit sistem static nedeterminat, iar gradul de
nedeterminare statici este dat de diferenta intre numarul necunoscutelor si
numarul ecuatiilor de echilibru care se pot scrie.

Rezolvarea problemelor static nedeterminatre la intindere sau compresiune
simpla necesita cunoasterea in prealabil a rigiditatilor £4. Alegand aprioric aceste
rigiditati, se pot determina tensiunile dar nu se pot obtine solutii economice care
sd duca la atingerea rezistentei admisibile in toate elementele constructiei. Un
sistem static nedeterminat economic se poate realiza prin aproximari succesive,
modificand rigiditatile elementelor componente ale sistemului.

Rezolvarea sistemelor static nedeterminate se poate face aplicind metoda

Aceastd metodd constd in definirea ecuatiilor de echilibru static si a unui
numar de relatii de compatibilitatea deplasarilor egal cu gradul de nedeterminare
statica al sistemului. Ea este exemplificata in aplicatiile P.3.9 — P.3.13.
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3.1.6. Tensiuni pe sectiuni inclinate la bare solicitate
la intindere sau compresiune

In toate aspectele legate de solicitarea de intindere sau compresiune a barei
drepte studiate pana acum s-a considerat numai sectiunea normald pe axa, pe care
s-a calculat tensiunea normala. Se pune problema determinarii tensiunilor care
apar pe o sectiune inclinata a unei bare solicitata la intindere sau compresiune, asa
cum este cea din figura 3.8. Pe sectiunea normald BC se dezvoltd tensiunea
normald o, = N/A. Indicele x subliniazad faptul cad tensiunea normala are directia

Fig. 3.8.

axei longitudinale x a barei. Se separa din bard un element de volum BCD cu
grosimea egald cu unitatea (vezi fig. 3.9, a). Deoarece bara se considera alcatuita
din fibre care nu se apasa si nu luneca intre ele in directie normala pe axa ei
(v. paragr. 1.5.2), singurele tensiuni care apar sunt ¢ si p. Elementul astfel
considerat este in echilibru sub actiunea fortelor generate de aceste tensiuni.
Tensiunea totald p care actioneazd pe sectiunea CD se poate descompune intr-o
componentd normald o, $i una tangentiala t,. Deoarece elementul considerat are
dimensiuni foarte mici se poate aprecia ca tensiunile sunt uniform repartizate pe
cele doud sectiuni, astfel incat fortele generate de acestea pot fi considerate ca
forte concentrate in centrele de greutate ale sectiunilor.

Fortele, provenite din Tnmultirea tensiunilor cu ariile pe care ele se dezvolta,
sunt continute intr-un singur plan, plan paralel cu planul xBy, ceea ce face ca
pentru scrierea ecuatiilor de echilibru sa se foloseasca schema simplificatd din
figura 3.9, b.

Proiectand toate fortele pe directia lui 4, respectiv 1, se obtin ecuatiile:

Gy 1-ds — ox-1-dy-cosa = 0;
To-1-ds + oy 1-dy-sina = 0

Din figura 3.9, b se poate constata usor cd dy = ds-cosa si dx = ds-sina.
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Dupa inlocuirea Iui dx si dy in ecuatiile de proiectie anterioare, prin rezolvarea
acestora, se obtin expresiile tensiunilor o4 §i T

c, = %Gx(l+cos 2a1)

a

(3.26)

o

T =—lcxsin2oc
5 <

Fig. 3.9.

Pe baza relatiilor (3.26), se constatd ca G, $i T, sunt functii continue de
unghiul 2a. Astfel tensiunea normald o, este maximd pe sectiunea normald
Gq-0 = Oy, iar intr-un plan paralel cu axa barei, pentru care o = 7/2, ea are valoarea
nuld 6,=x» = 0. Tensiunea tangentiala este nuld pe sectiunea normald (o = 0) si pe
un plan longitudinal (o0 = 7/2) si maxima pe o sectiune inclinata la o = /4, avand
valoarea T, = 0,/2. Este de retinut faptul cd 1n planul in care tensiunea normala
are valoarea maxima Gmax = Oy — planul sectiunii drepte — tensiunea tangentiala
este nula. In schimb pe planul in care tensiunea tangentiald are valoarea maxima,

X

c . - .
T = Tx , tensiunea normala nu este nula si are valoarea o, =

max

Dupa cum s-a prezentat la incercarea la tractiune, daca forta de tractiune creste
mereu, bara se rupe. In cazul in care ruperea se produce ca urmare a unei valori
maximale o, a tensiunii normale, ea are loc pe sectiunea dreaptd a barei. Daca
insd, ruperea se produce ca urmare a faptului ca tensiunea tangentiald a atins o
valoare maxima, Tmax, limitd, ea se produce pe o sectiune inclinata la 45°.
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Probleme rezolvate

P.3.1. O bara de otel cu sectiunea rotunda, d = 50 mm, este solicitatd de un sistem de forte
axiale asa cum este aratat in figura 3.10, a. S& se calculeze alungirea totala a barei. Modulul de
elasticitate longitudinal al otelului este 2,05-10° N/mm’.

intreaga bara fiind in echilibru, rezulti ci fiecare parte din ea se afld in echilibru. Astfel se
poate constata ca segmentul 4-B al barei se afld in echilibru, in fiecare sectiune a ei actionand o
fortd axiala de intindere N,z = 10000 N dupad cum se poate observa in figura 3.10, . Alungirea
acestui segment de bara este:

N, sl 5  10000-2-10°
EA 2,05-10° -1963,495

Al, ;= =0,04968 mm .

Segmentul B-C este solicitat de o forta axiala de intindere Nz = 10000 — 3000 = 7000 N,
dacd se reduc fortele din stanga sectiunii C. Acelasi rezultat se obtine si cand se reduc fortele din
dreapta sectiunii B, Np.c = 9000 — 2000 = 7000 N. Alungirea acestui segment de bara este:

A B C D
—
10000 N 3000 N 9000 N
— P
2m 3m 4m
a)
A B C D

10000 N 10000 N 9000 N 9000 N
R T SRy (S
7000 N 7000 N
. — 0

<)

Fig. 3.10.

A= Nyclpc _ 7000-3-10°

EA 2,05-10° -1963,495

=0,05217 mm.

In mod similar se procedeaza si pentru segmentul C-D care este solicitat de forta axiald de
intindere Nc.p = 9000 N. Alungirea acestuia este:

Ng_pl 4103
AZC—D __'C-D'C-D _ 90005 4-10 _ 0’08944 mm
EA 2,05-107 -1963,495
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Alungirea totala a barei este: Al =0,04968 + 0,05217 + 0,08944 = 0,19182 mm.

P.3.2. Sa se determine alungirea totala a unei bare drepte cu sectiune constatd, incastrata la
partea superioara si solicitatd numai de greutatea proprie (fig. 3.11).
In fiecare sectiune a barei actioneazd un efort axial generat numai de greutatea proprie.

RN

Fig. 3.11.

Alungirea unui element de volum de grosime dx este:

Adx=edv= Tdr= N gy =T g
E EA EA
unde A este aria sectiunii barei si y greutatea specifica a materialului din
care aceasta este confectionatd (kg/m’). Integrand pe toatd lungimea / a
barei se obtine alungirea totala a acesteia:
1 2
EA EA2 2EA 2EA

0

unde G este greutatea totala a barei. Se poate observa ca alungirea totalad
produsa de greutatea barei este egald cu alungirea produsd de o incarcare
egald cu jumatate din greutate barei aplicata la capetele acesteia.

P.3.3. Grinda cu zdbrele plana din figura 3.12 este solicitata de o fortd de 120 kN. Materialul
din care sunt confectionate barele este S235, iar coeficientul de siguranta ales este ¢ = 1,5. Sa se
determine aria necesara pentru barele 1-3 si 5-4.

Pentru a determina efortul axial V,_; din bara 1-3 este necesar sa se determine mai intai fortele
de legaturd din articulatia nodului 1. Forta de legatura orizontala din articulatia 1 este nula

2 4 6
'® N
laY 1,5 m N 1,5 m 8
5 7
EEEREEe
120 kN
Niy a) ‘N5-4
1
Ni;
60 kN
b)

Fi%.53.12.
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deoarece singura fortd de incarcare este verticald. Forta de legatura verticala din 1, datorita
simetriei va fi egala cu cea din 8 si va avea valoarea 120/2 = 60 kN.
Efortul din bara 1-3 se determina din echilibrul nodului 1 (fig. 3.12, b):

F,): 60+N,_ i:O = N,, =-75kN
v 25 1-2

El

>F,): N, ;’—SSJFN,,3 =0 = N,_, =45kN

)

Efortul din bara 5-4 se determina din echilibrul nodului 5:
(>F,): N,,-120=0= N, , =120kN

Dupa cum se stie, o bara articulatd la capete preia numai eforturi axiale, in consecinta barele
1-3 si 5-4 sunt solicitate la intindere. Pentru determinarea ariilor necesare trebuie sd se cunoasca
rezistenta admisibila a materialului din care acestea sunt confectionate. Stiind ca otelul S235 are
limita de elasticitate minima R, = 235 N/mm®, rezistenta admisibil se determina cu relatia:
R, 235

e

c s

" =156,7 N/mm?
Pentru bare solicitate la eforturi axiale tensiunea normala este da ¢ = N/ A4, relatia (3.8), unde
N este efortul axial, iar 4 aria sectiunii transversale a barei. Punidnd conditia ca tensiunea
6 =0, =156,7N/mm” se pot determina ariile necesare:
45000 120000

——— =287173mm?* si A, =
2 156,7 H A 156,7

= 765,749 mm>

P.3.4. Doud bare prismatice sunt solidar legate intre ele si supuse la o forta verticald de
500 kN asa cum se vede in figura 3.13. Bara superioard este confectionatd din otel cu masa
specifici 7850 kg/m’, lungimea de 5 m si aria sectiunii 6500 mm’. Bara inferioard este
confectionat din alamd cu masa specifica 8304 kg/m’, lungimea 3 m si aria sectiunii 4200 mm?®,
Sa se determine tensiunea maxima in fiecare bara.

Tensiunea maxima in bara de alami se dezvoltd in sectiunea B-B. Aici, tensiunea normald
verticala este produsa de incarcarea data de forta de 500 kN si de greutatea intregii bare situate sub
sectiunea B-B.

Greutatea barei de alama este G,; = 4200-107%-3-8304-9,81=1026,4 N. Tensiunea maxima este:

N _500000+1026,4
A 4200

=119,29 N/mm”.

Tensiunea maxima in bara de otel se dezvoltd in sectiunea A-A4, sectiunea de sustinere,
deoarece aici actioneazd, pe langd forta de 500 kN si greutatea celor doud bare. Greutatea barei de
otel este: G,,= 6500-107°-5-7850-9,81 = 2502,8 N.

Tensiunea dezvoltata in sectiunea A-4 este:
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o=V _300000+20528 _ ;5 \m?.
A 6500
o
y A ) L ,
P X
_ )
w
B 1 sl
P
=)
on \
¢ [
500 kN
Fig. 3.13. Fig.3.14.

P.3.5. O bara tronconicd are sectiunea circulard, care variaza uniform de la diametrul d la
diametrul D, si lungimea L. Sa se calculeze alungirea barei atunci cind este supusd unei forte
axiale P (vezi fig. 3.14).

La depaértarea x de sectiunea cu diametrul cel mai mic d se considera un element de volum de
lungime dx si de raza r a cérei valoare se determina din triunghiuri asemenea:

d x(D-d
r=—+—= —1.
2 L\ 2

Alungirea acestui volum elementar se poate determina aplicand formula de la alungirea unei
bare supuse la efort axial, (3.15):

Pdx
.
2 L 2

Alungirea totald se obtine prin insumarea deformatiilor acestor elemente de volum pe intreaga
lungime a barei.

d(ar)=

4 L 4 Pdx 4PL
Al =|d(Al)= = .
'([ da) J T - nDdE

0 X
n{d+L(D—d)

P.3.6. Un corp avand forma unui solid de revolutie este solicitat de forta P dupa cum se poate
vedea 1n figura 3.15. Corpul are raza sectiunii superioare 7y, iar greutatea specificd a materialului
din care este confectionat y, in N/m’. Si se determine legea de variatie a razei sectiunii corpului in
functie de coordonata y, astfel incat in orice sectiune a lui, perpendiculara pe axul de simetrie,
tensiunea o sa fie constanta.
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Se considerd la departarea y de sectiunea superioara, un

volum definit de doua sectiuni foarte apropiate, situate la P
departarea dy una fata de alta (vezi fig. 3.15). Daca Q este — ry
greutatea partii superioare atunci dQ reprezintd cresterea lui
Q cand y a crescut cu dy. Elementul de volum considerat este ¥ \
marginit de doua sectiuni, perpendiculare pe axul de rotatie, _—
ce au razele r si » +dr si ale caror arii sunt 4, respectiv 4 + -
< N Vo —> 7
d4. Pe aceste doua suprafete se dezvolta tensiuni normale de
compresiune ale caror marimi, In baza conditiei impuse in v do
enunt, trebuie sa fie egale: -é; % f
P+ P+0O+d
AQ= AgdAQ=G=c0nst. —>r+dL
Din aceastd egalitate rezulta:
a4 A 1 i : SRR
—= =—. (a) Fig. 3.15.
d9 P+Q0 o

Cresterea ariei Intre cele doua fete, superioara si inferioara ale elementului de volum este: d4
= 1(r + dr)? — — w* = 2nrdr. Cresterea elementari a greutatii este: dQ = nr’ydy. Inlocuind pe
d4 si dQ in formula (a) si integrand rezulta:

2inr=Ly+C, (b)
(e}

Punand conditiile la limita si anume, pentru y = 0, r = r, rezultad C; = 2lnry. Pentru sectiunea

. . . P . - <
superioara a corpului, la y = 0, tensiunea este 6 =— . Inlocuind aceste valori in (b) rezulta:

T,
2
r=r, exp{ y;rs yj .

P.3.7. Doua bare identice, din otel, sunt legate intre ele agsa cum se poate vedea in figura 3.16,
a si sunt solicitate de o fortd de 120 kN. Sa se determine aria sectiuni barelor astfel incat tensiunea
normali si nu fie mai mare de o, = 150 N/mm?, precum si deplasarea verticald a punctului B.
Modulul de elasticitate longitudinal £ = 2,1-10° N/mm?.

Din conditia de echilibru a nodului B rezulta (fig. 3.16, b):

(3F,): Nigicos30° + Nyccos30°— 120 = 0;

(ZF()): _NBA sin30° + NBC sin30° = 0,

din care rezulta
120
N, =N,.=——=69,28 kN.
B B¢ 2c0s30°

Aria sectiunii barelor se determina cu relatia:

4N 69,28-10°
c 150

a

=461,88 mm.
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Deoarece, in rezistenta materialelor s-a admis ipoteza micilor deformatii, forma deformata a
celor doud bare, sub actiunea incarcdrii, nu este mult diferita de forma initiald (fig. 3.16, ¢).Din

3) b) o)

Fig. 3.16.

aceastd cauza se considerd ca unghiul DB’B are valoarea de 30°. Deplasarea pe verticala a nodului
B, in acest caz, se determina astfel:
DB’ N 1 69,28-10° 210’ 1

BB' = T= 5= 3 . - 0:1,9mm.
cos30 EA cos30 2,1-10° -461,88 cos30” cos30

P.3.8. Doud bare din otel AB si BC sunt articulate la capete si sunt solicitate de o fortd
F =236 kN asa cum este aratat in figura 3.17, a. Materialul din care sunt confectionate cele doua
bare este un otel turnat care are limita de curgere aparentd R, = 240 N/mm? Coeficientii de
sigurantd adoptati sunt: 1,5 pentru solicitarea de intindere si 3 pentru solicitarea de compresiune.
Sa se determine ariile sectiunilor transversale pentru cele doud bare si de asemenea, componenta
orizontald si cea vertical ale deplasirii punctului B. Se va considera £ = 2,1-10° N/mm>.

Din echilibrul nodului B rezulta (fig. 3.17, b):

(ZFV): —Npesin30° — F = 0;
(ZFO): — Ngcc0s30° — N, =0;
Rezolvand sistemul se obtine:

= ._FO =- .2360 = —472kN;
sin 30 sin 30

Ny, =—Nyc0s30° =472 -cos30° = 408,76 kN.

NBC

Tensiunile admisibile se determind cu relatia (1.27): o”* = 240/1,5 =160 N/mm* pentru

a

comp
a

solicitarea de tractiune si ¢ = 240/3 = 80 N/mm” pentru solicitarea de compresiune.

Ariile necesare pentru cele doud bare se determina cu relatia (3.10):
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B NBA
30°
NBC
F=236kN
a) b)
Fig. 3.17.
N 408,75-10°
Ay, =24 = 75 =2554,75 mm>;
ol 160
N 103
Ay :_l sl _472:100 = 5900 mm?>.
Gtﬂomp 80

a

Pentru a determina deplasarea punctului B este necesar ca mai intai sa calculam deformatiile
axiale ale celor doua bare folosind relatia (3.15):

_ Npilp, _40871-10°-1,6-10° _

Aly, = 3 =12 mm
EA,, 2,1-10% - 2554,75
3
N —472-10° -%
Al,, = —BcBC sin60” _ ~0,7 mm.

Edye 2,1-10° - 2554,75

Pozitia punctului B dupd solicitarea barelor se poate determina tindnd seama ca bara 4B se
alungeste cu 1,22 mm, ea putandu-se roti in jurul punctului 4, iar bara CB se scurteaza cu 0,7 mm,
ea putandu-se roti in jurul punctului C. Deoarece deformatiile sunt mici, se poate considera ca
deplasarea punctului B cauzatd de rotirea barei AB in jurul punctului 4, poate fi asimilata cu
segmentul de dreaptd BB;. Acelasi rationament se poate aplica si in cazul rotirii barei BC. Din
studiul geometric al figurii 3.17, ¢, rezulta deplasarile punctului B:

~0,7c0s30° +1,22

200 +0,7sin30° = 3,5mm.
tan

up=1,22 mm; Vg

P.3.9. Trei bare din otel legate solidar intre ele sunt solicitate de forta axiala F (fig. 3.18)
Cunoscand ariile sectiunilor transversale ale barelor 4;, 4,, A3 s se determine lungimile acestora
astfel incat in fiecare dintre ele tensiunea maxima sa nu depaseasca tensiunea admisibila c,.
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Pentru fiecare bara tensiunea maxima se dezvoltd in sectiunea sa superioara acolo unde efortul
sectional este compus din forta F dar si din greutatea barelor situate sub sectiunea respectiva.

Daca se considera ca bara 1 are greutatea pe metru liniar ¢; (N/m), din conditia G.x = G,
pusa la partea superioara a tronsonului 1, se obtine:

s o =Ftha _, _S.A-F
ot ‘ 4 : q,

Procedand analog pentru tronsonul 2, rezulta:

_ F+lq, +1,q, _ c,4 +5q,

~ \A Ga
} A2 AZ
Oa de unde:
l _ Ga (AZ - Al )
, =—f—.
. A4, q,
Prin recurentd, pentru tronsonul i, se poate
G, scrie:
l- — Ga(Ai — Aifl)
~ ’“A] ! q, ’
N F P.3.10. Bara din figura 3.19, a are sectiunea
o =Z constantd si este incastratd intre doi pereti
F verticali. O fortd axiala F este aplicata la distanta

) [; de peretele din stdnga. Sa se determine fortele
Fig. 3.18. de legatura dintre pereti si bara.

Trebuie mai 1Intdi sad reprezentam bara
actionata de forta F si de cele doud forte de legatura dintre ea si pereti. Cele doud reactiuni sunt
notate cu H, si H, asa cum se poate vedea in figura 3.19, b. in aceasta situatie aspectul static al
problemei consta dintr-o singura ecuatie de echilibru:

(XF,)): Hi-F+H,=0

Hl H2

ll 12 ll 12

A
\4
A

a) b)

Fig. 3.19.

Se constata ca sunt doua necunoscute §i o singurd ecuatie: problema este static nedeterminata.
in consecinta, pe langa ecuatia de echilibru static trebuie adiugati o ecuatie bazati pe deformatia
barei. Dupa cum se poate vedea din figura 3.19, b, tronsonul de lungime /; este comprimat cu forta
H,, iar tronsonul de lungime [, este supus la intindere cu forta H,. In consecinti scurtarea
tronsonului de lungime /; trebuie sa fie egala cu alungirea tronsonului de lungime /,. Aceasta
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egalitate constituie ecuatia furnizatd de aspectul geometric al problemei, cel care face legatura
dintre deplasari si deformatii.

Modificarea lungimii unei bare solicitata axial se determina cu relatia (3.15) care reprezinta in
acest caz aspectul fizic al problemei. Rezulta:

Hlll _ HZIZ
EA EA’

unde A4 reprezinta aria sectiunii transversale a barei, iar £ modulul de elasticitate longitudinal. Din
ultima egalitate din care rezultd Hi/, = Hyl,, i din ecuatia aspectului static al problemei se
determina cele doud necunoscute:
_Fl

I +1,"

Fi
H, = —si H,
L+,

Cunoscand fortele de legatura se pot determina deformatiile celor doua tronsoane:

CHb L Hily o Fl

Al = ;
! EA  EA(, +1,) ' EA  EA(l +1)

cea ce dovedeste ca
Alz = —All.

P.3.11. Intr-un cilindru de otel se afli montati o bari de aluminiu, ansamblul fiind solicitat la
compresiune de o forta P =400 kN prin intermediul a doud placi rigide, asa cum este prezentat in
figura 3.20, a. Diametrul interior al cilindrului este d = 80 mm, iar cel exterior D = 100 mm.
Modulele de elasticitate sunt E,, = 2,05-10° N/mm’ si E, = 0,62-10° N/mm® Sa se determine
tensiunile in cilindrul de otel si in bara de aluminiu.

I T
a) b)

Fig. 3.20.

Daci se face o sectiune orizontald prin ansamblu si se inldturd una dintre parti, de exemplu
cea superioara, trebuie sa se introduca efectul acesteia asupra partii inferioare. Acest lucru se poate
face introducand tensiunile normale care se dezvolta, asa cum este aratat in figura 3.20, b.
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Partea ramasa in urma sectionarii, cea inferioara trebuie sa fie in echilibru sub actiunea fortei
P si a fortelor generate de tensiuni: P,; = 6,dy §1 Py = Guda, unde A, A, reprezintd aria sectiunii
tubului de otel, respectiv cea a barei de aluminiu. Singura ecuatie de echilibru a aspectului static al
problemei ce se poate scrie este:

(>F,):P=P,—P,=0

Se constatd cd avem o ecuatie cu doud necunoscute P, si P, deci sistemul este static
nedeterminat. In aceasti situatie trebuie si adiugam inci o ecuatie proveniti din deformatia
structurii. Deoarece tubul de otel si bara de aluminiu sunt montate intre doud placi considerate
rigide, deformatia celor doud elemente trebuie sa fie identicd. Deformarea unei bare sub actiunea
unei forte axiale este data de formula (3.15). in cazul analizat se poate scrie:

Pl P
E, Ay EuA,’
sau
P Pl

= din care rezultd P, = 1,86P,.
2,05-10° -%(1002 -80%) 0.62-10° -%-802

Aceasta ecuatie, impreund cu ecuatia staticd, formeaza un sistem de ecuatii prin rezolvarea
cdruia se obtine: P, = 0,35P si P,,= 0,65P.

Deoarece P = 400 kN, P, = 140kN, iar P,, = 260 kN. Tensiunile cdutate se obtin mpartind
valoarea fortelor la aria fiecarui material:

3
=239N/mm% o = & =92 N/mm’.

ot

%802 %(1002 ~80)

_120-10°

al

P.3.12. Bara ABC este consideratd de rigiditate infinitd §i orizontald Inainte ca forta
P =80 kN sa fie aplicata (fig. 3.21, a). Barele care formeaza structura sunt articulate intre ele si
fatd de corpul de referintd. Bara EB este din cupru (E,, = 1,15-10° N/mm?) si are aria sectiunii
transversale A, = 516 mm?, iar bara CD este din otel (Ey = 2,05-10° N/mm?) si are sectiunca
Ay = 322 mm®. Si se determine tensiunile din cele doud bare si alungirea barei de otel. Se va
neglija greutatea barei ABC.

Pentru a putea scrie ecuatiile aspectului static al problemei trebuie mai ntai sa izolam bara ABC,
inlocuind legaturile prin forte de legatura si eforturi sectionale, asa cu se poate vedea in figura 3.21,
b. Se constatd ca sistemul de forte ce actioneaza asupra barei ABC este un sistem coplanar, deci
conditia de echilibru se exprima prin trei ecuatii, doua de proiectie si una de moment:

(ZFO): Hy=0
(3F,): Vs+Noy+Ny—P=0
(>M,): =Nu2-Ny4+P3=0

Ultimele doua ecuatii contin trei necunoscute: sistemul este static nedeterminat. Pentru
suplimentarea numarului de ecuatii se apeleazd la aspectul geometric. Deoarece bara ABC este
perfect rigida singura posibilitate de miscare este rotirea in jurul articulatiei A. Linia intreruptd din
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figura 3.21, ¢ indicd pozitia finald a barei 4BC dupa aplicarea fortai P. Din asemanarea
triunghiurilor ABB; si ACC| se poate scrie:

AZL'L[ _ AZ()t
2 4
> §-? D
E
g =) NL‘u NOt
a s '
A B 4 C H,
— |
I
2m I m 1m 2m Im Im
P Vi P

a) X b)

§>(xil Al v B ¢

"""" 7r...A10t !
Bl .......... :
&
C

2m . 2m

c)
Fig. 3.21.

unde Al si Al, reprezintd alungirile barei de cupru, respectiv de otel. Ecuatia de natura
geometrica va fi: 2 Al,, = Al
Folosind ecuatia datd de aspectul fizic (3.15) se pot determina Al §i Aly:

2-N,-15-10° N -2-10°
LI5-10°-516  2,05-10°-322

, de unde N, = 0,6N,,

Aceasta egalitate si ecuatia a treia a aspectului static formeazd un sistem care permite
determinarea eforturilor din cele doua bare:

2:0,6:-N, + 4-N,, = 3-P, adica N,, = 0,577P si, apoi, N, = 0,346P.

Tensiunile din cele doud bare sunt date de relatia (3.9):

3 3
_OST7-80-10° iy o - 034680107 o0 o

(e}
o 322 516

Alungirea barei de otel este:
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_N,l, 0,577-80000-2000

Al ot” ot
2,05-10° 322

ot — 1,4 mm
E A

ot*~ot

Alungirea barei de cupru va fi de doua ori mai mica, adica A/, = 0,7 mm.

P.3.13. Bara din figura 3.22 este din cupru, are sectiunea constanta si este legata rigid de doi
pereti, asa cum este aritat. Ea are lungimea 1,5 m si aria sectiunii 1613 mm?. Bara a fost montati
la temperatura 20°C. Sa se determine tensiunea din bard dacad temperatura creste cu 50°C. Se va
considera E = 1,15-105 N/mm? si coeficientul de dilatare liniara oo = 16,5-10’6 /°C.

Daca bara ar avea unul din capete liber atunci datorita cresterii
temperaturii ea va suferi o alungire ce se calculeaza cu relatia

-

“ Al= Q'At'l,

< L.5m in care Af reprezinti variatia de temperaturi. in cazul studiat
Al=16,5-10"%50-1500 = 1,24 mm.
Fig. 3. 22. In realitate bara are deplasdrile impiedicate, din cauza peretilor,

fapt ce face ca in ea sd apara o tensiune de compresiune echivalenta
unei scurtdri A/ = 1,24 mm. Folosind formula (3.15) se poate determina mai intai forta axiala N
corespunzatoare lui Al:
N -1500

Al = ﬂ sau 1,24 =—————  de unde N = 153,343 kN.
EA L,15-10° -1613

Tensiunea in bard va fi 6 = N/4 = 153343/1613 = 95 N/mm”.

P.3.14. Bara ABC este perfect rigida si articulata in 4. De ea sunt legate, tot prin articulatii,
bara BE din cupru si bara CD din otel (fig. 3.23, a). Intreg sistemul nu are tensiuni de monataj, iar
greutatea barei ABC se neglijeazd. Temperatura barei BE este diminuata cu 10°C, iar cea a barei
CD este majoratd cu 30°C. Neglijand orice posibilitate de flambaj lateral sa se determine tensiunile
in barele BE si CD. Pentru BE, care este din cupru, £, = 1,15-10° N/mm? $1 Oy = 16,5-10“6 /°C, iar
pentru CD, care este din aluminiu, £, = 0,62-10° N/mm” si o, = 23,6-10° /°C. Aria sectiunii
transversale pentru BE este 4., = 650 mm?, iar pentru CD, A, = 1300 mm?.
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Fig. 3.23.

Datorita variatiei de temperatura, bara BE se va scurta, iar bara CD se va alungi, astfel Incat
eforturile in cele doud bare au sensurile indicate In figura 3.23, b. Ecuatia de echilibru static care
va contine cele doua eforturi NV, i N, este o ecuatie de moment in raport cu articulatia 4:

(XM,): Nuyl-Ng25=0
Deoarece bara ABC este perfect rigidd si ea se poate roti in jurul punctului 4, intre
Al

cu al

. - . . Al R e
deforma;ule celor doud bare se poate scrie relapa: T = r in care Al reprezintd scurtarea

s

barei BE, iar Al,, alungirea barei CD. Modificarea totald a lungimii barei BE se datoreste variatiei
de temperatura si efortului sectional N,,:

al Zul

E A

cu““eu al““al

Inlocuind numeric in relatia de natura geometrica se obtine:

NI
Al, =a,At, I, +—" . Lafelsiin cazul barei CD: Al, = o At [, +

cu”cu

N,, -1000
1,15-10° - 650

N,, -1200

=23,6-107°-30-1200 + —*“———
0,62-10° -1300

2,5{16,5 107 -(~10)-1000 +
sau
0,334N,,,— 0,149N,, = 10146,

Rezolvand sistemul format din aceastd ecuatie si ecuatia aspectului static se determind
eforturile sectionale provocate de variati de temperatura: N, = 36975 N, N,; = 14790 N. Cu aceste
valori tensiunile din temperatura in cele doud bare sunt: o, = 58 N/mmz, =12 N/mm?.

Probleme suplimentare

P.3.15. Grinda cu zdbrele din figura 3.24
este solicitata de forta P = 60 kN. Toate barele
sunt confectionate din otel S235 care are limita
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de elasticitate minima R, = 235 N/mm”. Pentru un coeficient de siguranti ¢ = 1,6 s se determine
aria necesara pentru barele AD si BC.

P.3.16. O bara de otel are sectiunea A =100 mm’ si este solicitatd axial de un sistem de
forte asa cum este aratat in figura 3.25.. S se determine alungirea totald a barei. Pentru otel E =
2,05-10°N/mm’.

P.3.17. O placa plana din otel de forma trapezoidala are grosimea constanta si egala cu 13 mm

15000 N 4000 N

10 000 N 1000 N
00mm| 300 mm 400 mm

Fig. 3.25.

(fig. 3.26) si este solicitata axial de o fortd de 40 000 N. Sa se determine alungirea totald a placii.
Pentru otel £ = 2,05-10° N/mm”.

/___..-—

44000N | 44000 N
i %
N
< 460 mm N
Fig. 3.26.

P.3.18. Grinda cu zabrele din figura 3.27 este solicitata de doua forte F = 17 kN aplicate dupa
diagonala grinzii. Toate barele sunt din otel cu £ = 2,05-10° N/mm” si au aceeasi sectiune
A =520 mm’. Si se determine cresterea distantei dintre nodurile 4 si C in functie de lungimea /.

S
D C
Q

\/ A
- 18 kKN

. o

= \

B\ i S— \

) v = 2

/ B 200 mm 500 mm
< L >
F
Fig. 3.27. Fig. 3.28.
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P.3.19. O bari avand aria sectiunii egald cu 1290 mm? este incastratd intre doi pereti rigizi si
actionata de o fortd axiald de 18 kN, asa cum se poate vedea in figura 3.28. Sa se determine
reactiunile peretilor si alungirea portiunii din dreapta fortei. Se va considera £ = 2,05-10° N/mm®,

o WIJ’//{{«

N \\\
s
Fig. 3.29.

P.3.20. O platbanda de cupru este montata intre doud platbande de otel prin intermediul a doud
placi perfect rigide, asa cum este prezentat in figura 3.29. Ansamblul este solicitat axial de o fortd
P. Toate cele trei platbande au ldtimea de 100 mm. Platbandele din otel au grosimea de 6,5 mm,
iar platbanda de cupru 20 mm. Stiind ci pentru otel R,, = 560 N/mm? si £ = 2,05-10° N/mm’, iar
pentru cupru, R,, = 200 N/mm® si £ = 1,15 N/mm’, si se determine valoarea maximi a fortei P pe

20 000 N

Fig. 3.30. Fig. 3.31.

care o poate suporta ansamblul dacd se considerd un coeficient de siguranta ¢ = 2.

P.3.21. Trei bare articulate intre ele sunt solicitate de o forta verticala de 20 000 N (fig. 3.30).
Barele sunt montate fird tensiuni initiale, inainte de aplicarea fortei in A. Incarcare este aplicatd
lent si in acelasi timp temperatura barelor este majoratd cu 15°C. S se determine tensiunile in
bare. Barele AB si AD sunt din cupru si au aria sectiunii transversale 260 mm?, iar bara AC este din
otel si are aria sectiunii 200 mm?. Pentru otel £ = 2,05-10° N/mm? si oo = 11-107° /°C, iar pentru
cupru £ = 1,15-10° N/mm® si a.= 16,5-107° /°C.

P.3.22. La montajul barelor din figura 3.31 s-a constatat cd punctele 4 si C nu coincid,
distanta pe verticala dintre ele fiind A. Asamblarea se efectueaza fortat astfel incat punctele 4 si C

sd coincida. Sa se determine eforturile sectionale in bare provocate de eroarea de fabricatie. Toate
barele sunt din acelasi material §i au aceeasi sectiune.

78



SOLICITARI SIMPLE

Fig. 3.32.

P.3.23. Bara BCD, perfect rigida, este sustinuta de doua cabluri, asa cum se vede in figura
3.32. Cele doua cabluri sunt montate fara tensiuni initiale. Se neglijeaza greutatile proprii, iar cele
doud cabluri au aceeasi sectiune 4 si acelasi modul de elasticitate £. Sd se determine tensiunile in
fiecare cablu dupa aplicarea fortei P.
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3.2. FORFECAREA SIMPLA A BARELOR DREPTE

S-a véazut (parag. 2.2) ca intre momentul Incovoietor si forta taietoare exista
.dM - y .
relatia E:T ceea ce face ca solicitarea de forfecare sa fie insotitd de

incovoiere, forfecarea purd apardnd numai intr-o singurd sectiune, acolo unde
momentul Incovoietor este nul.

Se considera cd o bara este solicitata la forfecare simpla atunci cand forfecarea
este solicitarea predominantd a barei. Se poate face aceastd ipotezd in cazul
pieselor la care se constata ca ruperea sau deformatiilor mari, permanente, apar
datorita forfecarii, ca de exemplu bara din figura 3.33, a asupra céreia actioneaza

T
T | l
I S 4
T
a) b)

Fig. 3.33.

doua cutite normale pe axa sa. Fortele de actionare a cutitelor, notate cu 7, sunt
egale cu forta tdietoare ce apare in sectiunea din bard determinatd de planul
cutitelor. In cazul in care fortele 7 depisesc o anumita limitd bara este forfecati
complet. Materialul din care este confectionatd bara se opune tendintei de
forfecare ceea ce Inseamna ca in sectiune apar tensiuni tangentiale t (fig. 3.33, b).
Conform principiului dualitatii tensiunilor tangentiale, in planele normale pe
sectiunea de forfecare apar tensiuni tangentiale egale cu cele din sectiune si
simetric orientate fatd de muchia comuna (fig. 3.33, ). Pe fetele exterioare ale
barei tensiunile tangentiale sunt nule, deoarece pe aceste fete nu actioneaza forte
tangentiale la suprafata barei. Rezultd cd in sectiunea de forfecare tensiunile
tangentiale T nu sunt distribuite uniform. in cazul pieselor la care sectiunea de
forfecare este mica si in general pentru elementele de imbinare (nituri, buloane,
pene, cordoane de sudurd etc.) se considera cd tensiunile tangentiale au o
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distributie uniforma pe sectiune. In aceasta situatie se poate considera, intr-un
calcul aproximativ, cd valoarea tensiunii tangentiale este:

unde 7 este forta tdietoare din sectiune si 4 este aria sectiunii de forfecare.

3.2.1. Calculul imbinarilor prin nituri ale barelor solicitate
la eforturi axiale

Niturile sunt elemente de prindere, folosite la asamblarea a doud sau mai
multe placi metalice denumite platbande, asa cum se poate vedea in figura 3.34.
Aceste elemente de asamblare sunt bare mici cu sectiune circulard, avand un cap
aproximativ semisferic si o tiji usor tronconicd (fig. 3.34). Dupd ce au fost
incalzite la ,,rosu aprins”, ele sunt introduse in gaurile — care au aproximativ
acelasi diametru — facute in piesele care urmeaza sa fie asamblate (in general

N, ~
t—t | N3
E: \1 —
N _ "L L 2
5 1= &
= d > e
Fig. 3.34.

platbande). Cu ajutorul a doua piese groase denumite buterola si contra-buterola si
a unui ciocan pneumatic se formeaza celalalt cap. Dupa racire, nitul, datorita
contractiei, strange intre ele piesele asamblate in dreptul gaurilor in care a fost
montat. Ca urmare a faptului ca piesele imbinate sunt solicitate axial, se produce o
interactiune intre peretii gaurilor §i tija nitului, pe toatd suprafata acestora (fig.
3.35, a). Ca urmare tija nitului este solicitatd atat la incovoiere, cat si la forfecare
(fig. 3.35, b), sectiunea cea mai periculoasa fiind in planul de separatie al pieselor
ce au fost asamblate prin intermediul nitului.

Calculul de rezistenta al nitului consta intr-o predimensionare constructiva si
verificarea capacitatii lui portante.

Predimensionarea constd in alegerea diametrului nitului (dintre dimensiunile
standardizate), ea facdndu-se empiric n functie de grosimea pieselor care se
asambleazd (a pieselor de strins). In tabelul 3.3 sunt date recomandarile
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de B-B
2 A s :
—S | N - =+~ S £
" Vs — T 3T = =
u Vf; B U B ‘ G.vtr
a) b) ©)

Fig. 3.35.

standardului STAS 763 — 66 referitoare la alegerea diametrului nitului.

Neglijand frecarea care apare dupa asamblarea prin nituire a pieselor, se
considera ca niturile cedeaza fie prin forfecare in sectiunea B—B (fig. 3.35, b), fie
prin strivire (fig. 3.35, ¢).

Tabelul 3.3.
Grosimea minima a
pieselor de strans s [mm] <5 5-9 7-11 10-14 | 13-19 >20
Diametrul nitului d [mm] 11 14 17 20 23 26 29

Deoarece diametrul nitului este relativ mic, se considerd ca in sectiunea de
forfecare tensiunile tangentiale au o distributie uniforma. Rezistenta nitului la
forfecare, adica forta de forfecare capabild a lui, se determina cu relatia:

2
g _m (3.28)

nit 4 a

in care: d este diametrul nitului, i — numarul sectiunilor de forfecare (in cazul
imbindrii din figura 3.34, i = 2, iar in cazul imbinarii din figura 3.35, a, i = 1),
1,~0,80, — rezistenta admisibila la forfecare.

Pentru solicitarea de strivire, se convine ca forta maxima pe care o poate transmite
un nit, adica rezistenta lui la strivire, pentru ca materialul sd nu se striveascd, in ipoteza
unei distributii uniforme a acesteia pe suprafata diametrala a nitului (fig. 3.45, ¢), este:

R"=d-g-c" (3.29)

nit
unde g este grosimea minima insumatd a pieselor asamblate care lucreaza in
acelasi sens (pentru imbinarea din figura 3.34, s; + s, > g= min [s| + 52, 53], iarc’”
este rezistenta la strivire a materialului nitului care poate fi luatic’” = 2c,.
Rezistenta nitului se defineste astfel:

Ru:=min [R’, ; R"]. (3.30)

nit > nit
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A O

A\ 4

Fig. 3.36.

Calculul imbindrilor prin nituri constd, in afara determinarii diametrului
acestora, In determinarea numarului necesar de nituri. Presupunand o incéarcare
uniformd a tuturor niturilor, numarul de nituri n se determina cu relatia:

> Ncap (3 31)
n>—= .
R

nit
unde N, este efortul capabil al pieselor imbinate.

Distantele minime dintre niturile unei Tmbindri solicitatd la intindere sunt
standardizate. De exemplu, pentru imbinarea din figura 3.36 distantele prevazute
sunt: e = 3d; e; = 2d; e = 1,5d.

3.2.2. Calculul imbinarilor prin sudura

Sudarea prin topire a doud piese metalice se realizeazd prin topirea
materialului acestora (numit material de bazd) In zona unde se realizeaza
imbinarea si topirea unui material suplimentar (numit material de adaos). Caldura
necesara topirii este furnizatd de un arc electric format intre un electrod (care
constituie materialul de adaos) si piesele de imbinat. Prin topire intre piese se
realizeazd o baie de material topit care, in urma racirii, se transforma, prin
cristalizare, intr-o cusdtura sudata (cordon de sudura).

Dupa pozitia cordoanelor de sudura fatd de sensul fortei care le solicita se
disting: cordoane laterale si cordoane frontale (fig. 3.37, a).

Elementele de calcul ale unui cordon de sudura sunt: grosimea a si lungimea /
=["—2a, unde I' reprezintd lungimea reald a cordonului de sudura (se considera
ca la fiecare capat al cordonului, grosimea acestuia nu este egald cu a ca urmare a
amorsarii, respectiv stingerii arcului electric si deci pe aceastd lungime cordonul
nu prea sarcind).

Pentru sudura de colt grosimea sudurii este a conform cu figura 3.37, b si ea poate
fi cel mult a = 0,7g, unde g este cea mai mica grosime a pieselor care se sudeaza.
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N N\

Cordon frontal

Cordon lateral
a) b)
Fig. 3.37.

Cordonul de sudura este solicitat la forfecare si sectiunea minima este cea
determinatd de grosimea a si lungimea de calcul / a acestuia (zona hasurata
reprezentatd in fig. 3.37, b). Rezistenta unui astfel de cordon de sudura este:

R, =a: Zs ’ szud 2 Ncapa (3.32)

unde 9 = 0,650, reprezinti rezistenta la forfecare a cordonului de suduri, iar
N¢qp este efortul sectional axial capabil pe care imbinarea il preia.

Conditia (3.32) se poate folosi pentru dimensionarea cordonului de sudura
numai daca cele doud necunoscute, a si /; se exprimd in functie de un singur
parametru. De obicei, se alege a€ [0,3mm; 0,7g] (unde g = min [s1; 2], 51 §i 52 fiind
grosimile pieselor care se sudeaza) si din conditia (3.32) se calculeaza lungimea /.

Lungimea reald a cordonului de sudura /! se determina cu relatia:

I'=1,+2a, (3.33)

deoarece se considera c4, la capete, cordonul de sudura nu are grosimea nominald a,
din cauza ,,arderii” materialului.

Probleme rezolvate

P.3.24. Un singur nit este folosit pentru solidarizarea a doua platbande asa cum este aratat in
figura 3.38. Dacd diametrul nitului este d = 20 mm, iar forta F = 38 kN si se determine tensiunea
de forfecare.

Valoarea tensiunii de forfecare se calculeaza cu formula (3.27) 1= T /A, in care T=F, iar A este
aria sectiunii nitul. Rezulta:
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= 370020 =118 N/mm’. -

20 F A
e — ; ] F

4 l :
Deoarece tensiunea tangentiald admisibila este

1, = 0,80, = 0,8:150 = 120 N/mm?, se constatd ci Fig. 3.38.

nitul nu se va distruge prin forfecare deoarece

tensiunea tangentialdi maxima care se dezvolti T = 118 N/mm?® este mai mici decit tensiunea

admisibila.

T

P.3.25. In figura 3.39 este prezentat un aparat utilizat la determinarea rezistentei la forfecare a
epruvetelor cilindrice. Epruveta cilindricd confectionatd din metalul pentru care se determina
rezistenta la forfecare este prinsa intre placile 4,4, si B\ B,. Asupra ei se aplicd o fortd P prin
intermediul placii C. Sa se determine forta P
necesara forfecarii unei epruvete cu diametrul P P
d = 20 mm, confectionatd dintr-un material a carui 11l l l l 11 1 l 1 1 l 1 l
tensiune  de  forfecare  admisibila  este
Ty = 90 N/mm?®. A B ¢ zzhd

Avand in vedere ca numarul sectiunilor de

Fan
forfecare este i = 2, aplicAnd formula (3.28) forta Al]; hd
necesara forfecarii epruvetei este: . 2

[ 1 [ ]
. 20’ ‘ )
PZTMP :A'Z'T“ = 4 290:56550N F|g 339

P.3.26. Barele BD si CD (fig. 3.40, a), alcatuite din cate doud platbande din otel, sunt
solicitate de forta P = 180 kN. Otelul din care sunt confectionate platbandele are rezistenta
admisibild o, = 150 N/mm® si £ = 2,05-10° N/mm”. Prinderea platbandelor se face prin nituri. Sa
se dimensioneze barele pentru # = 10b si s se determine numarul necesar de nituri.

Sistemul din figura 3.40, a este simetric, atdt geometric cat $i mecanic. Din aceastd cauzi
eforturile sectionale in cele doud bare sunt egale. Din izolarea nodului D si din ecuatia de proiectie
a tuturor fortelor pe verticald se obtine:

P 180
2¢0s60°  2cos60°

=180 kN.

Ngp =Nep
Barele fiind solicitate la intindere pentru dimensionare se foloseste relatia (3.10). Se
calculeaza mai intai aria necesara:

_P__ 180000

=1200 mm’.
"o, 150

Deoarece fiecare bara este alcatuitd din doud platbande Ag,, = 2bA si fiindcd s-a adoptat
h = 10b, rezultd Ay, = 20b°. Prinderea platbandelor facandu-se prin nituri, sectiunile barelor au
slabiri fapt pentru care Agm = 1,15 4., egalitate din care rezulta valoarea lui b:

b 1,15-1200 —83mm
20
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Se adoptda » = 9 mm si 2 = 10b = 90 mm. Pentru verificarea corectitudinii calculelor se

guseu —
E S
d1(D-
P b S b
a) b)

Fig. 3.40.

foloseste relatia (3.11) in care aria neta efectiva a barei este Af" =2b(h—-d), d reprezentand
diametrul nitului. Pentru determinarea lui d se foloseste tabelul 3.3 alegandu-se d = 20 mm.
Rezulta 47 =2-9-(90—20) = 1260 mm’. Conditia de verificare (3.11)

s _ 180000
Gfmx =
1260
este indeplinita.
Pentru determinarea numarului de nituri necesar se calculeazd mai intai rezistenta nitului la
forfecare cu (3.28) si la strivire cu (3.29). Se obtine:

=143 N/mm’ < &, = 150 N/mm?

2
R/ :%.2.(0,3.150) =75398 N,

nit
deoarece nitul are doua sectiuni de forfecare;

R =20-10-(2-150) = 60000 N

nit
deoarece s-a adoptat o grosime a guseului s =5+ 1 mm = 10 mm.
Numarul de nituri se determina astfel:
N, ©,47 150-1260
R R 60000

nz =315.

nit nit

Se adopta n = 4 nituri.
P.3.27. O roata de curea este fixata pe un arbore de diametru d = 40 mm prin intermediul unei
pene longitudinale agsa cum se poate vedea in figura 3.41. Fortele F) si F5, din cele doud ramuri

ale curelei, dezvolta un moment de torsiune M, = 1 kNm. Pana are dimensiunile in sectiune
6 mm x 8 mm, iar lungimea de 80 mm. Sa se afle tensiunile de forfecare si de strivire din pana.
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Fig. 3.41.

Datorita momentului de torsiune M, asupra penei actioneaza o forta distribuitd a carei
rezultanta este
_2M,  2-10°

T = = 50000 N.
d 40

Aceasta fortd solicita pana la forfecare si la strivire. Aria sectiunii de forfecare este
(v. fig. 3.42) A;=6-80=480 mm” si, in consecintd, tensiunea de forfecare va avea valoarea:
T 50000

T=—=""""=104 N/mm>
480

Deoarece suprafata minima pe care se distribuie forta produsa de momentul M, este
A, =3,5-80 = 280 mm?’ tensiunea de strivire din pana are valoarea

o= I _ 50000 179 N/mm>
A 280

s

Suprafata minima de strivire

Suprafata de forfecare

Fig. 3.42.

P.3.28. Doua placi sunt solidarizate prin intermediul a doua cordoane de sudura asa cum se
poate vedea in figura 3.43. Forta F' = 160 kN se considera ca este aplicata la jumatatea distantei
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dintre cordoanele de sudurd. Sa se dimensioneze cordoanele de sudurd. Se va considera
6, =150 N/mm®.

\45°

& R

210

Fig. 3.43.
Deoarece forta F este aplicatd la jumatatea distantei dintre cordoanele de sudura, acestea vor fi
solicitate in mod egal cu forta:

N=£=@=80kN,
2 2

si, In consecinta, vor avea aceeasi lungime.

Pentru calculul dimensiunilor cordoanelor de sudurd se alege a = 0,7g = 0,7-10 = 7 mm,
deoarece g = min [10; 12] = 10 mm (v. fig. 3.43). Lungimea cordonului de sudura se determina cu
relatia (3.32):

N 80000

I, = = =117 mm.
a-t™  7-(0,65-150)

a

Lungimea reald a cordoanelor de sudura conform (3.33) este:
I'=117+27=131 mm.

P.3.29. Barele unei grinzi cu zabrele sunt alcatuite din cite doud corniere cu bratele inegale.
Prinderea barelor la noduri se face prin sudurd. in bara cea mai solicitatd efortul axial este
N =140 kN. Sa se dimensioneze aceasta bara si sa se calculeze prinderea. Rezistenta admisibilad a
materialului din care sunt confectionate cornierele este 6, = 150 N/mm?>.

Bara este solicitata la intindere fapt pentru care dimensionarea se face cu formula (3.10):

N 140000

nec —
1

(¢

a

= 933,33 mm*= Ay, = 2-Aeorn-

Aria necesara pentru o singurd corniera este 4., = 933,33/2 = 466,67 mm’. Se alege o corniera
L 40x60x5 care are aria sectiunii 4, = 479 mm? si e = 19,6 mm. Conditia de verificare (3.11)
o _ 140000

ol = =146 N/mm’ < G,,.
" 2.479

este indeplinita.
La noduri, efortul axial din fiecare bara este preluat de guseu prin intermediul cordoanelor de
sudurd, dupd cum se poate vedea in figura 3.44, a. Ca masurd suplimentard de sigurantd calculul
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prinderii prin suduré se face cu efortul capabil N, = A%5,=2-479 - 150 = 143700 N in loc de
efortul N = 140000 N. Valorile eforturilor N; si N,, preluate de cordoanele de sudura, se determina
din conditia ca intr-un punct de pe axa cornierei torsorul celor doua eforturi sa fie echivalent cu o
singura fortd dirijatd dupa axa, de marime egald cu N,,,/2 si de sens contrar cu aceasta. Aceastad
conditie conduce la urmatoarele ecuatii:

: jIs1
N _
( _1=_ °
] & ! 7T
[ | ¢
R ) e i i
' lNcag Neap i MNeap
2 2 2 b
II|
E— ! ~
N
ﬁg — |z
s
2
a) b)
Fig. 3.44.
NL'(Z])
N, +N, = 5
N, -e—=N,(b-e)=0
din care rezulta:
N, _ _
N, = ap D—e _ 143700 ' 60-19,6 _ 48379 N:

2 b 2 60

_ N, e 143700 19,6

) = =23471 N,
26 2 60

Cu relatia (3.32) se poate determina lungimea fiecérui cordon de sudura.
Pentru primul cordon de sudurd se alege a; = 0,7-8 = 5,6 mm deoarece g = min [J,; a] =
= [8; 40] = 8 mm (vezi fig. 3.50,b). Lungimea cordonului de sudura este:

N, 48379

1 = =
at 56-(0,65-150)

1s

= 88,6 mm.

Lungimea reald a primului cordon de sudura conform (3.33) este:

I, = 88,6 +2:5,6 ~ 100 mm.
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Analog, pentru cordonul doi de sudura se alege a; = 0,7-5 = 3,5 mm deoarece g = min [J,; ] =
=[8; 5] =5 mm (vezi fig. 3.44, b). Rezulta:

p Ny 23471
" gt 3,5-(0,65-150)

= 68,8 mm.

Lungimea reald a cordonului de sudura conform (3.33)
este:

I, = 68,8 +23,5~76 mm.

P.3.30. in cadrul constructilor metalice pentru
transmiterea solicitarilor structurilor orizontale la cele
verticale se folosesc cleme metalice de forma celei
prezentate in figura 3.45. Cunoscand ca cele doua nituri au
diametrul d = 14 mm si rezistenta admisibild o, = 150
N/mm’, si se determine forta maximi F care poate fi
preluatd si transmisd de clema metalica.

Se va considera ca planul fortei F se afla foarte apropiat
de planul de forfecare al niturilor. Forta maximd care poate

fi preluata de clema metalica este:

F< Ncap = n'Rnit:
in care n = 2 este numarul de nituri iar rezistenta unui nit R,; se determina cu relatia (3.30).
Rezistenta la forfecare a unui nit, conform (3.28):

R/ _ne14’

nit

1-(0,8-150) = 18472,6 N

deoarece fiecare nit are o singura sectiune de forfecare.
Grosimea clemei metalice fiind mai micd decét grosimea guseului, rezistenta la strivire a unui
nit, conform cu (3.29):
R =14-5-(2-150) =21000 N.

nit
Rezulta
R,;;=min[18472,6; 21000] = 18472,6 N.
Forta maxima pe care o poate transmite clema metalica este:

F=2-18472,6 =36945,2 N = 37 tf.

P.3.31. O bari din profil U10 (fig. 3.46) cu aria sectiunii transversale 4 = 1350 mm?, solicitata
de o fortd P = 200 kN, este sudatd de un guseu prin doud cordoane de sudura de lungime / =220 mm
si grosime @ = 5 mm. Si se verifice profilul si cordoanele de sudura dacd o, = 150 N/mm®.
Conditia de rezistentd a profilului U10 solicitat la tractiune este indeplinita pentru ca:

s _ P _ 200000

O max = :148N/mm2<0a: 150 N/mm2
A 1350
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Deoarece fiecare cordon de sudurd preia un efort egal cu P/2 tensiunea maxima tangentiald
(de forfecare) care se dezvolta in cordoanele de sudura este:

N B—
o
P
1 111
P ) " P
———— = - .'-_..-
UID"//‘F l 1IN
Fig. 3.46.
Tod = 200000 _ 90,9 N/mm®.
2-5-220

Cele doui cordoane de suduri sun corect dimensionate deoarece:

Toa = 90,9 N/mm”* < 1/ = 0,65-150 = 97,5 N/mm’.

Probleme suplimentare

P.3.32. Sa se verifice surubul imbinérii din figura 3.53, cu 6, = 150 N/mm?.

TP:?SkN TP

|

— L

g ]

I EARRERRRRER22E]

3333223223333

S . /S
i h
Fig. 3.47. Fig. 3.48.

P.3.33. O platbanda solicitatd axial cu forta P = 240 kN este prinsa de un guseu prin
intermediul a doud cordoane de sudura asa cum este prezentat in figura 3.48. Stiind ca raportul
dimensiunilor sectiunii este /b = 10 si ¢i o, = 150 N/mm?, si se dimensioneze platbanda si
cordoanele de sudura.
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3.3. CARACTERISTICILE GEOMETRICE
ALE SECTIUNILOR PLANE

Determinarea tensiunilor §i deformatiilor necesare calculelor de rezistenta la
bare implica cunoasterea unor caracteristici geometrice care depind de forma si
dimensiunile sectiunii transversale ale acestora, ca de exemplu: aria, centrul de
greutate, momente statice, momente de inertie, raze de inertie etc.

3.3.1. Momente statice

Pentru suprafata pland oarecare din figura 3.49, raportatd la sistemul de axe
rectangulare 0z, se alege un element de arie d4 in punctul P de coordonate (v, zi).

Momentele statice ale acestei suprafete fatd de axele O,z;, respectiv Oy, sunt
definite de expresiile:

2 S, =[ydd:s, =[zdd. (334)
h 0, (4) (4)
2 Deoarece coordonatele (yic, zic) [17]
= ale centrului de greutate C al suprafetei
z ™ 0=C . .. R
— considerate se determina cu relatiile:
= r
JyldA
_@ )
d4 z Zic Yic = 1
(3.35)
z] J.Z]dA
“4)
Vy \ yl ZlC = T’
Fig. 3.49. momentele statice se pot exprima si astfel:

S, =A-zc 5 S, =4y (336)

y

Sistemul de axe rectangulare yOz, cu originea in centrul de greutate al
suprafetei se numeste sistem central de axe, iar axele respective, axe centrale.

Momentele statice ale suprafetei considerate, in raport cu sistemul central de
axe yOz, sunt nule deoarece yc =z¢ = 0.

93



SOLICITARI SIMPLE

3.3.2. Momente de inertie

Pentru aceeasi suprafatd oarecare (fig. 3.49) se definesc urmatoarele momente
de inertie geometrice:
— momentele de inertie in raport cu axa y, respectiv z:

I, = jzsz 1= Iysz, (3.37)
(4) (4)

denumite momente de inertie axiale;
— momentul de inertie centrifugal:

I = IzydA; (3.38)

zy
(4)
— momentul de inertie in raport cu punctul O:

I, = erdA. (3.39)
(4)

Deoarece 7 = y2 + 2% se deduce ci:
Io zly + L, (340)

relatie valabild oricare ar fi sistemul de referinta yOz.

Aceste momente de inertie geometrice au ca unitati de masura: [ /]=L"

Daca axele sistemului de referintd yOz trec prin centrul de greutate al
suprafetei atunci /, si I. se numesc momente de inertie axiale centrale.

3.3.2.1. Momentele de inertie axiale centrale ale unei suprafete circulare

Folosind coordonatele polare 7 si ¢, elementul de suprafatd este d4 = rdrde
(fig. 3.50). In acest caz momentul de inertie polar este:

5 , 2n D/23 TED4
10=(£)rdA=jjrdA=£d<p£rdr=?, (3.41)
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b
z 0
e e
~ : S
= ‘
vy
Fig.3.50. Fig. 3.51.

unde D este diametrul suprafetei circulare.
Deoarece axele Oz si Oy sunt axe de simetrie, existd relatia /, = /. si deci, in
baza egalitatii (3.40):

4
=1 %’:“éi . (3.42)

3.3.2.2. Momentele de inertie axiale centrale ale unei suprafete dreptunghiulare

Pentru calculul momentului de inertie axial /. al dreptunghiului din figura
3.51, la distanta y de axa Oz s-a luat un element de suprafata d4 = bdy. Aplicand a
doua relatie (3.37) rezulta:

+h!2 3 +h/2 bh3
L= [yda= [ybdy=p2 =21 (3.43)
(A4) —h/2 4 —h/2 12

Procedand analog in raport cu axa Oy (elementul de arie d4 fiind ales de
aceasta data paralel cu axa Oy), d4 = hdz, se obtine:

3
;b

=, 3.44
y 12 ( )

Deoarece axele Oy si Oz sunt axe de simetrie, prin extrapolarea proprietatilor
momentelor de inertie masice utilizate in mecanica teoretica, momentul de inertie
centrifugal /., = 0
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3.3.3. Variatia momentelor de inertie la translatia axelor

Se considera suprafata oarecare 4 din figura 3.52 raportata la sistemul de axe
Oz care are originea 1n centrul de greutate al acesteia.

Se propune determinarea momentele de inertie axiale ale suprafetei
considerate in raport cu axele Oz, si Oy, , paralele cu axele Oz, respectiv Oy, in
functie de momentele de inertie ., I, si I.,, presupuse cunoscute.

S C
21
h 0 E
d | | %
= d ]
= v
z = O=C e C12
-~ ﬁz =2 ! C
By,
d4 d :
‘L O = 2l
Z] PR P F--n G
zZ3 .
\/ v :
Y ) i dﬂs
"y*y3
Fig. 3.52. Fig. 3.53.

Cu notatiile din figura 3.52 se poate scrie y1 =y +d_, i deci:

I = [yda=[(y+d. ) da= [y*da +2d_ [yda + d? [da
1) (4) (4) (4)

din care rezulta
I, =1, +Ad. (3.45)
deoarece _[ yd4 =8, =0, axa Oz fiind axa centrala .

(4)
Analog
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2
I, =1 +A4d,, . (3.406)
Pentru momentul de inertie centrifugal se poate scrie:

[zlyl = .[ylzldA = j(y + dzzl )(Z + dyyl )dA =
(4) (4)

= [yzdd+d_, [zdd+d,, [ydd+d,d. [d4
(4) (4) (4) (4)
si, deci:
I, =1,+4d,d_ (3.47)
Relatiile (3.45), (3.46) si (3.47) sunt utile la calculul momentelor de inertie ale

figurilor compuse. De exemplu pentru suprafata plana din figura 3.53 momentele
de inertie se determina cu relatiile:

+A4d2)

1 zz;

+A4d>) (3.48)

/yv

3
=2
1
3
=20,

3 .

= Z(I;iyi + Aidzzi dy}’i)

1

Se poate constata cd pentru suprafata din figura 3.53, momentele de inertie

centrifugale ale celor trei dreptunghiuri, in care aceasta a fost discretizata, sunt
nule, / .y, =0, deoarece axele Ciz; , Cjy; sunt axe de simetrie.

3.3.4. Variatia momentelor de inertie la rotatia axelor

Fie suprafata A si sistemul de axe yOz fatd de care se cunosc momentele de
inertie (fig. 3.54). Ne propunem sd determindim momentele de inertie fatd de
sistemul de axe y,0z; rotit cu unghiul a fata de sistemul de axe yOz. Se precizeaza
cd a € [0, 2] si are sensul pozitiv indicat in figura 3.54.

Fie P centrul de greutate al elementului de suprafatda d4, iar 7 vectorul lui de
pozitie. Deoarece:

’7:)’]—."'2];:)’1]_.14'21];1’
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intre coordonatele (y, z) si (y1, z1) exista relatiile:

21
=ypycoso+zsina
N = Yoo (3.49)
z, =—ysino+zcoso z m

In baza relatiilor (3.49) si (3.37) se poate scrie: A
I, = nydA = J.(ycosoc+zsina)2dA=
(4 (4)
:coszaIysz+sin2aJ.zsz+ZCosocsinaJ.yZdA, y
(4) (4) (4) 1 y
de unde rezulta: Fig. 3.5,
I, =1 cos’a+1,sin’a+2/ sinocosa,
sau:
I +1, I -1, .
I = ~+ =cos2a+ 1, sin2a (3.50)
! 2 2
Pentru axa Oy, se deduce in mod similar:
I.+1, I -1 .
I, = 5 L — 5 =cos2a— 1, sin2a (3.51)

Pentru momentul de inertie centrifugal se poate scrie:

I, = Iy121dA: J.(ycoscx+zsina)(—ysina+zcosa)dA:
() “)

:—sinoccosoc.[ysz +sinacosa.[zsz +cos’ aIyZdA —sin’ (xJ.ysz,

“ “ “) “

si deci
I, . I .

., =——=sin2o0+—sin2a+/_ cos2a,

Wi 2 2 -
sau

1. -1 .
I, =~ 5 *sin 20+ I, cos2a (3.52)
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Relatiile (3.50), (3.51) si (3.52) permit determinarea momentelor de inertie in
raport cu oricare pereche de axe rectangulare y,0z; in functie de L, I, L, si
unghiul a.

Se constatd ca momentele de inertie 7,/ .,/ sunt functii de (2a) si deci ele
vor putea avea si valori extreme, minime sau maxime.

De exemplu, pentru a determina valoarea unghiului o pentru care 7, si 1,

admit o valoare extrema, se deriveaza relatiile (3.50) si (3.51) in functie de 2a).

Se obtine:
d7, I, -1, .
—=— =sin2o.+/_ cos2a=1_,
d(20t) 2 2y N
(3.53)
ar, I.-1

Y o _
sin2a—1,, cos2o=—1,

dQ2a)

Din relatiile (3.53) se constata ca momentele de inertie axiale /_ si /, admit

valori extreme atunci cand momentul de inertie centrifugal 7, se anuleaza adica:

tan 20, = 7 = (3.54)

z y

Se constata ca pentru a € [0, 2n] relatia (3.54) admite doua solutii 20 §i 201 +T7.
Rezultd ca exista doud directii carora le corespund doua axe, perpendiculare
intre ele (conjugate), fata de care momentele de inertie axiale 7, si /, au valori

extreme, iar /, , = 0.

Axele fata de care momentul de inertie centrifugal este nul, iar momentele de
inertie axiale au valori extreme se numesc axe principale de inertie, iar
momentele de inertie axiale respective, momente de inertie axiale principale.

Valoarea momentelor de inertie principale se obtine inlocuind relatia(3.54) in
(3.50) si (3.51). Rezulta:

2
I +1, 1. -1
11: z }'+ (Z }'J +]zzy

2 2
(3.55)
2
L+, |(I-1

Din insumarea celor doud momente de inertie axiale principale /; si /> rezulta
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]1+12:IZ+Iy:IO (356)

care exprima invarianta sumei momentelor de inertie axiale la rotatia axelor.

Din relatiile (3.55) se constata ca /; > I, cu alte cuvinte /; este momentul de
inertie axial maxim, iar /, momentul de inertie minim.

Pentru a determina directiile axelor principale de inertie /, I/ se deriveaza de
doua ori relatia (3.51) in functie de (2a). Tindnd seama de (3.54) se obtine:

d’r,  I1.-1I
dQ2a)? 2

1.1, tan o,

2
j+lfy cos’ 2a, 7 (3.57)

zy

~cos2a+ [ sin20 = (

o . tan o
al carui semn este dat de raportul ¢

zy

. .. . .. tano
Pentru valoarea maxima /; trebuie indeplinitd conditia :

2
L, < 0 atunci tanoy >0 = o < /2 si deci prima directie principald este indicatd
de a, iar daca I, > 0 atunci tano < 0 = a > n/2, prima directie principald fiind
indicata de o+ /2.

Daca axele principale de inertie trec prin centrul de greutate al suprafetei
atunci ele se numesc axe centrale principale de inertie.

Din cele prezentate anterior rezultd ca dacd o suprafatd admite o axa de
simetrie atunci acea axa este axd centrald principald de inertie. Orice axa
perpendiculara pe o axa de simetrie este axad principald de inertie, iar daca axa
trece si prin centrul de greutate al sectiuni, atunci ea este axa centrald principalad
de inertie.

< 0adica, daca

Probleme rezolvate

P.3.34. Sa se determine momentul de inertie al unui triunghi oarecare in raport cu o axa care
coincide cu baza lui.

Sa raportdm triunghiul la un sistem de referintd asa cum este prezentat in figura 3.55.
Momentul de inertie al triunghiului in raport cu baza orizontal este:

I = Iysz.
4

La departarea y de bazd se considerd un element de suprafatd d4 = sdy. Din triunghiuri
asemenea se poate scrie s/b = (h —y )/h. Facand substitutiile necesare rezulta:

_h 2 b b t T T
L=y L= ndy=— hfy*dy—[y’dy =5
0 0 0
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Fig. 3.55. Fig. 3.56.

P.3.35. Pentru sectiunea din figura 3.56 sd se determine momentele de inertie axiale centrale
principale.

Deoarece axa y este axd de simetrie pentru sectiunea consideratd, ea este automat axa centrald
principala de inertie. Cum axa z este perpendiculard pe axa y si trece prin centrul de greutate al
sectiunii este si ea axd centrala principala de inertie. Pentru calculul momentelor de inertie I, si 1.
trebuie calculatd pozitia centrului de greutate al sectiunii adicd y.. Pentru aceasta se Tmparte
sectiunea in doud suprafete dreptunghiulare cu centrele de greutate in C), respectiv C,. in
conformitate cu notatiile din figura 3.56 rezulta:

2 A 412t (2t +61) _4
TS A T a2t 41k

Aplicand teorema lui Steiner privind variatia momentelor de inertie la translatia axelor,
exprimata de relatiile (3.48), rezulta:

z

3 3
I :{%+4t-12t-(4z)z}+{%+4t-12t-(41)2 =2176t*

3 3
I - (120° -4 | [@n*120] 00
: 12 12

Deoarece axele y si z sunt axe principale de inertie momentul de inertie centrifugal L, = 0.

P.3.36. Pentru sectiunea din figura 3.57 sd se determine momentele de inertie centrale
principale si directiile axelor principale de inertie.

Pentru calculul momentelor principale de inertie este necesard determinarea mai intdi a
momentelor de inertie /,, L. si I, In raport cu axele centrale z §i y ce trec prin centrul de greutate al
sectiunii.
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y
Fig. 3.57.

Se poate constata usor ca axele z si y sunt axe centrale deoarece centrul de greutate al sectiunii
este In punctul O.

Sectiunea se poate Tmparti in trei arii dreptunghiulare 1, 2 si 3 asa cum este ardtat in figura
3.57. In baza relatiilor (3.48) se obtine:

1, =2

z

1127 -(60-12)
12

3
+12-(60—12)-(60—6)2}{120l 12

}=5,101056~106mm4;

— 3 . 3 .
1, = 2-{W+(60—12)~12'(24+6)2}+{12 12120} = 1,275264-10° mm;

I, =12-(60-12)-(24+6)- (60— 6) +12-(60—12)-[- (24 + 6)]- [- (60 — 6)] = 1,86624 - 10° mm".

Momentele de inertie centrale principale se determina cu relatiile (3.55):

+(1,8662)* |-10°,

;= 5,101056 +1,275264 +\/[ 5,101056—1,275264}2
12— -
' 2 2

de unde rezulta:
I, = 5,860616-10°mm?*; L,=0,515704-10°mm".
Orientarea axelor principale de inertie se determina cu relatia (3.54):

2-1,86624-10°

= 0,9840588.
(5101056 —1,275264) - 10°

tan 2o, =
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Rezulta:
oo =44°17"; 134°17°.
Deoarece I, > 0 directia principala I este data de unghiul 134°17 pentru care tanc<O0.
Directiile principale de inertie sunt precizate In figura 3.57.

P.3.37. Sd se determine momentele de inertie centrale

et 3t t principale pentru sectiunea din figura 3.58.
E Sectiunea fiind simetricd in raport cu axa y centrul de
N‘ greutate se afld pe aceasta axd. Este necesar sa se determine
N numai yc. Pentru aceasta se considera sectiunea ca fiind
% alcdtuita din dreptunghiul mare cu centrul in C, din care se
scade dreptunghiul mic cu centrul in C,. Rezulta:
Z :
-t L 3 2t-5¢-12¢
; Voo = =25
lele ; © 5t-12t—3¢t-4t
A . L]
I P S - Aplicand relatiile (3.48) se obtine:
z C
5 3
I. = (120—5t+5t~12t~(2,5t—2t)2 -
- 12
O
3
- M+3t~4t~(2,5t)2 =644t",
S 12
»Y P C M P R
Fig. 3.58. ! 12 12

Momentul de inertie centrifugal I, este nul deoarece
axele z si y sunt axe centrale principale de inertie.

P.3.38. Sa se determine momentele de inertie fatd de axele Cy si Cz pentru sectiunea formata
din trei cercuri cu diametru d, dispuse ca in figura 3.59.

Centrul de greutate al sectiunii se afla pe axa y, axa de simetrie, la 2/3 de varful C; al
triunghiului C,C,C; si la 1/3 de baza lui.
Cu relatiile (3.48) se obtine:

2
4 2
nd® nd [gﬁdj N

+
64 4 (32

I =

+2 + ———d| |=—nd*,
2 64 4 (32 64

4 4 2 2
I _ +2[nd +nd (ij }=£nd4.

2
nd* ndz(lx/gJ 11

»y Y 64 64 4 (2 64
Fig. 3.59.
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Egalitatea celor doua momente de inertie axiale se explica prin faptul cé cele trei cercuri sunt
situate 1n pozitii identice fatd de trei axe centrale.

Probleme suplimentare

P.3.39. Pentru sectiunea din figura 3.60 sa se determine momentele de inertie centrale
principale.

o H
— 20,
A
A
()
O
[oe]
rrrrrrr o
N
T [
S
N
\4
| I
s
Fig. 3.60. Fig. 3.61.

P.3.40. Pentru sectiunea din figura 3.61 s se determine momentul de inertie 1n raport cu o axa
orizontala care trece prin centrul de greutate.
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‘ =)
} ]
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Vy
Fig. 3.62.

P.3.41. Pentru profilul cornier L 100 x 50 x 10, din figura 3.62, considerat ca format din
dreptunghiuri, sa se calculeze:

a) momentele de inertie 1n raport cu axele yCz ce trec prin centrul de greutate;

b) pozitia axelor principale si valoarea momentelor principale de inertie.
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3.4.INCOVOIEREA BARELOR DREPTE
CU SECTIUNE CONSTANTA

Incovoierea este solicitarea simpld a unei bare drepte sau a unei portiuni
dintr-o bara dreapta atunci cand in toate sectiunile transversale ale acesteia exista
numai efortul sectional M, sau M..

Deoarece intre momentul incovoietor M si forta taietoare 7 exista relatia de

dmMm . - . . . .
legatura e =T, (vezi par. 2.2), rezultd ca, atunci cAdnd momentul Incovoietor

variaza in lungul barei, in sectiunea acesteia exista si forta taietoare.

97 r F
E——=a \
[TTTTCET T

a) b)
Fig. 3.63.

Deci, o bard, sau o portiune dintr-o bard, este solicitatd numai la incovoiere,
adica la incovoiere purd, atunci cand momentul incovoietor este constant in
lungul barei (fig. 3.63).

In caz contrar, bara este solicitatd la incovoiere si forfecare, solicitare care
poartd numele de incovoiere simpla.

3.4.1. Incovoierea pura si dreapta

In cazul incovoierii pure si drepte, in toate sectiunile transversale ale barei
apare numai un moment care este dirijat dupa o axa principala de inertie, asa cum
se poate observa in figura 3.64 unde momentul incovoietor M, este dirijat dupa
axa Oz perpendiculard pe axa Oy care este axd de simetrie a sectiunii si deci axa
principala de inertie.
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3.4.1.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Considerand ca momentul incovoietor este orientat dupa axa Oz (fig. 3.64)
relatiile de echivalenta (1.29) sunt:

N = chdAzo; MXZJ.(TW'Z—‘CXZ‘)/)dAZO;

(4) »)

T.=[r,dd=0; M, =—[c, -2d4=0; (3.58)
(4) (A)

Tyzj.rxszzo; MZ:J.GX~ydA¢O.
(4) (A)

'
Fig.3.64.

Deoarece distributia tensiunilor pe sectiune nu se cunoaste se apeleazid la
aspectul geometric pentru a determina relatiile dintre deformatii si deplasari, in
baza ipotezei sectiunilor plane.

Pentru aceasta se vor trasa pe suprafata exterioard a barei nedeformate doua
curbe directoare ce reprezintd urmele a doud sectiuni drepte imaginare prin bara,
infinit apropiate si, intre ele, segmente paralele cu axa barei, reprezentdnd
elemente de lungime dx din fibrele de la suprafata exterioard a barei (fig. 3.65, a).

Dupa solicitarea barei cu momentele M la capetele ei (fig. 3.65, b) se constata
urmatoarele:
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a) Fibrele de lungime dx de la
exteriorul barei s-au deformat
diferit, astfel incat:

— fibrele a—a' si b-b'
situate de o parte si de alta a
barei raiman nedeformate;

— fibrele situate deasupra
dreptelor ab, respectiv a'b’ se
scurteaza, iar fibrele situate
sub acestea se alungesc;

— unghiurile drepte dintre
directia fibrelor si tangentele la
curbele  directoare, raman
drepte si dupa deformare.

Din cele prezentate rezulta:

€= f(¥0,20)%0; 7, =8(¥,2,) =0, (3.59)

unde (o, z9) sunt coordonatele unui punct de pe suprafata sectiunii drepte, situat
pe o curba directoare (deci la exteriorul barei), fata de un sistem de axe oarecare al
sectiunii.

b) In baza ipotezei lui Bernoulli, cele observate la exteriorul barei se extind
asupra fibrelor din interiorul elementului de bara de lungime dx (fig. 3.66):

— toate fibrele care au un capat pe dreapta ab si celalalt capat pe dreapta a'd’
raman nedeformate, lungimea lor fiind aceeasi si anume dx;

— o fibra m-n, situata la departarea y; de dreapta ab se alungeste proportional
cu aceasta departare;

— unghiurile drepte dintre directia fibrelor si planul sectiunii drepte rdman
drepte si dupa deformare.

Pe baza acestor concluzii, in conformitate cu notatiile din figura 3.66, se poate scrie:

S_W—%_(dxmcix)—dx_mx_ do

mn dx dx yldx

»no ; y=0, (3.60)

unde d¢ este unghiul cu care se rotesc, una fata de cealalta, doua sectiuni situate la
. . - d
departarea dx, in jurul unei axe paraleld cu dreapta ab; w= a(p se numeste

incovoiere specifica si reprezinta unghiul cu care se rotesc, una fatd de cealalta,
doua sectiuni situate la o departare egala cu unitatea. Pentru toate punctele unei
sectiuni ® = const.
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Fig. 3.66.

Aspectul fizic consta in legea simpld a lui Hooke exprimata de relatiile (3.4),
care in cazul de fata capata forma:

c=Fe=Fwy.;t1=Gy=0. (3.61)

Din a doua relatie (3.61) se deduce ca 1y, = 1. = 0, ceea ce conduce la
concluzia cd a doua, a treia i a patra egalitate din (3.58) se verifica.

Din prima relatie (3.61) rezulta ca in punctele situate pe dreapta ab pentru care
y1 =0, tensiunile normale o sunt nule.

Dreapta ab este numitd axa neutrd a sectiunii si este definitd sub unul din
urmdtoarele moduri :

— locul geometric al punctelor de pe sectiune care reprezinta capetele fibrelor
care nu se alungesc si nu se scurteaza,

— intersectia planului sectiunii dupa deformarea barei cu planul sectiunii
inainte de deformarea acesteia;

— succesiunea punctelor de pe sectiunea dreaptd a barei in care tensiunile ¢
sunt nule.

Suprafata abb'a’, generatd de axele neutre ale diferitelor sectiuni ale barei,
reprezintd suprafata neutrd a acesteia.

Inlocuind expresia lui o din (3.61) in prima egalitate din (3.58) se obtine:

N =Eo [yd4=0.
(4)
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Integrala I y,d4 =S, reprezintd momentul static al sectiunii barei in raport cu
)
dreapta ab, deci in raport cu axa neutrd. Pentru ca S, = 0 trebuie ca axa neutrd sa
treacd prin centrul de greutate al sectiunii.
Inlocuind expresia lui o din (3.61) in a cincia egalitate din (3.58) se obtine:

M, =—Emjylsz=O.
(4)

Integrala J. v,zd4= I,, reprezintd momentul de inertie centrifugal al sectiunii
(4)
in raport cu axa neutrd si axa y. Pentru ca /,, = 0 axa neutrd trebuie sa fie
conjugatd cu axa y care este axd de simetrie a sectiunii (vezi ipoteza initiala).
Deoarece axa neutrd trebuie sa treacd prin centrul de greutate al sectiunii si in
acelasi timp s fie perpendiculard pe axa y, rezulta ca ea coincide cu axa z si deci y; =y.

W//\

An

)
=) ¢

e NG

Z
o=—
Yy 1, Y yy
Fig. 3.67.

In aceasti situatie, inlocuind expresia lui ¢ din (3.61) in ultima egalitate din
(3.58) se obtine:

M. =Eo [y,ydd = Eo [ y*d4 = Eol.,
(4) (4)

unde /; reprezintd momentul de inertie axial al sectiunii In raport cu axa Oz.
Tinand seama de prima relatie (3.61), rezulta:

M

Z

1

z

c= -y (3.62)

formuld care defineste repartitia tensiunilor o pe sectiunea unei bare solicitata la
incovoiere pura si care poartd numele de formula lui Navier.
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Din (3.62) se deduce cé tensiunea ¢ variaza liniar pe sectiune, proportional cu
departarea y fatd de axa neutra, care coincide cu axa z, fiind nula in punctele de pe
aceasta (fig.3.67).

3.4.1.2. Calculul de rezistenta
In conformitate cu formula lui Navier (3.62), pentru materialele care se

comportd identic la Intindere sau compresiune, punctul cel mai solicitat de pe
sectiune este punctul cel mai departat de axa neutra, axa z, unde:

c._ = |M_Z .|y — W_Z (3.63)
max [Z max WZ * *
In relatia (3.63)
w, =L (3.64)
1Y e

este modulul de rezistentd la incovoiere al sectiunii. El reprezintd o caracteristica
geometricd a sectiunii $i se masoara in unitati de lungime la puterea a treia (de
obicei in mm?®).

Conditia de rezistentd pentru intreaga bara se pune in punctul cel mai departat
de axa z in sectiunea n care momentul incovoietor este maxim, adica:

|MZI’T13.X
Cox =————<0,. (3.65)
w.

z

Relatia (3.65) poate fi folosita pentru:
— dimensionarea barei atunci cand se cunosc solicitarea, deci se cunoaste
valoarea lui M™, si materialul din care aceasta este confectionata, adica

rezistenta admisibild c,:

| max
Wnec _ z

, =
(o)

a

=, (3.66)

unde W reprezinta modulul de rezistentd la incovoiere necesar pentru ca bara

si reziste la momentul incovoietor M ™, iar W™ este modulul de rezistentd la
incovoiere In functie de dimensiunile sectiunii barei.
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— verificarea dimensiunilor sectiunii barei atunci cand se cunosc solicitarea,
forma si dimensiunile sectiunii barei precum si rezistenta admisibila:

ef‘ ‘Mzmax
O hax :WSGQ (367)

V4

unde W reprezinti modulul de rezistenti la incovoiere efectiv al sectiunii barei;
verificarea barei se va face dupa fiecare dimensionare, ca masura suplimentara de
siguranta in ceea ce priveste corectitudinea calculelor.

— determinarea efortului capabil, adica a momentului de incovoiere maxim
M™ atunci cand se cunosc forma si dimensiunile sectiunii barei precum si
rezistenta admisibila:

M| <M =0 W (3.68)

Daca momentul incovoietor este dirijat dupd axa y atunci in formulele
(3.63) + (3.68) M. se inlocuieste cu M,, I cu I,, iar | Vi

cu |Z .

max

3.4.2. incovoierea simpla si dreapta

Atunci cand in toate sectiunile barei existd pe langa efortul sectional M. si
forta tdietoare 7, bara este supusa la solicitarea de incovoiere simpla si dreapta.
Incovoierea simpla si dreapta este de fapt o solicitare compusi de incovoiere si
forfecare, in care Incovoierea este solicitarea predominanta. Acest tip de solicitare
se intalneste la barele lungi in raport cu dimensiunile sectiunii lor.

3.4.2.1. Distributia tensiunilor o si T pe sectiunea dreapta a barei

: . . . . h 1
Pentru bare la care lungimea / si inaltimea 4 indeplinesc conditia 7 SZ se

admite cd influenta fortei tdietoare, cu privire la dezvoltarea deformatiilor
specifice € este mica si ca poate fi neglijatd, ea manifestindu-se doar in cazul
deformatiilor specifice unghiulare.
In consecintd, distributia tensiunilor normale o pe sectiunea dreaptd, dati de
formula lui Navier, relatia (3.62), este valabila si In cazul incovoierii simple si drepte.
Pentru efectuarea calculului de rezistenta este necesar mai intai sa se studieze
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influenta fortei taietoare in ceea ce priveste
punctul cel mai solicitat de pe sectiune, ca si
punctul cel mai periculos din cuprinsul
intregii bare.

Influenta fortei taietoare cu privire la
tensiunile tangentiale t,, si 1. pe sectiunea
dreapta. Distributia tensiunilor tangentiale pe
sectiunea dreaptd a fost rezolvata de Jurawski
pentru cazul barelor ale caror sectiuni sunt
simetrice in raport cu axay (fig. 3.68).

Jurawski a considerat ca in toate punctele
barei situate la aceeasi distanta de axa
neutrd (axa z) tensiunile tangentiale ., sunt
egale.

Fig. 3.68.

In aceste conditii, izoland din bari un element de lungime dx (fig. 3.69) si
intersectand acest element cu un plan longitudinal ABB;A4,, paralel cu axa neutra a
sectiunii, se obtine elementul de volum ABCA,B,C, pe fetele caruia actioneaza

tensiunile indicate in figura 3.70.

Fig. 3.69.

In baza ipotezei lui Jurawski si a dualitatii tensiunilor tangentiale, pe fata
longitudinald ABB 4, a elementului tensiunile t,, (=
daca se neglijeaza cresterea acestora Ot odata cu cresterea lui x cu ox (fig. 3.70).
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Sub actiunea fortelor generate de tensiuni elementul de volum considerat
trebuie sd fie in echilibru. In consecinta, proiectand pe directia x toate fortele care
actioneaza asupra elementului ABCA,B,C), rezulta:

j (c+a—0-dxj-dA— jc-dA—rxy-b-dx=0, (3.69)

4B,C, Ox 4BC

in care b este latimea sectiunii la distanta y; de axa neutrd, adicd este latimea
sectiunii in punctul in care se calculeaza t,.

Fig. 3.70.

Deoarece formula lui Navier este valabila si in cazul incovoierii simple si
drepte, se poate scrie:
0o _ dM Y

=7 2, (3.70)
ox dx I, 1

z

In ecuatia (3.69) termenii asemenea se pot reduce pentru ci suprafetele (4BC)
si (41B1C)) sunt egale, si se poate simplifica cu dx, deoarece integrarea se face pe
suprafete din sectiunea dreaptd a barei. Dupa introducerea expresiei (3.70) in
(3.69) astfel prelucrata se obtine:

L [y-da-x, -b=0 (3.71)
Iz ABC
Se observa ca:
j y-d4d =81 =5 (3.72)

ABC
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este momentul static al suprafetei (4BC) in raport cu axa neutrd (axa z). inlocuind
(3.72) in (3.71) rezulta:

'[’ =T = Z i = N (373)

care este formula lui Jurawski, in care termenii au urmatoarele semnificatii:

T, — forta taietoare din sectiune, variaza numai cu x;

I, — momentul de inertie al sectiunii in raport cu axa z ( axa neutra);

b — latimea sectiunii in punctul in care se calculeaza t,,; se obtine prin ducerea
in acel punct a unei drepte paralele la axa neutra;

S. — momentul static, n raport cu axa neutra (axa z), al partii din sectiune care
tinde sa lunece; se poate considera ca parte din sectiune care tinde sa lunece este
una din cele doua parti ale sectiunii, obtinute prin tdierea acesteia cu o dreapta
paraleld cu axa neutra dusa prin punctul in care se calculeaza t,,.

|
T.
o )
Z H
Tay
y ‘B
TXZ
iy Al
a) 5)
Fig. 3.71

Se face observatia ca, in sectiunea transversald, t,, variazad in functie de b i S-,
iar in lungul barei in functie de 7.

Deoarece pe sectiune existd numai eforturile 77 si M., tensiunile tangentiale ..
pentru sectiunile simetrice trebuie sa se echilibreze deoarece:

T =Irxz -d4=0.
A
Din motive de simetrie, de o parte si de alta a axei y, aceste tensiuni trebuie sa

fie simetrice (fig. 3.71, a)
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Deoarece la exteriorul barei nu existd tensiuni tangentiale, nu vor exista nici
tensiuni T normale pe directia tangentei la periferia sectiunii drepte. in consecinta,
la periferia sectiunii drepte tensiunile tangentiale sunt tangente la sectiune.
Asadar, in punctele 4 si B de la periferia sectiunii, situate pe o dreapta paralela cu
axa neutrd, tensiunile T sunt tangente la periferia sectiunii, directiile lor
intersectandu-se intr-un punct de pe axa y (fig. 3.71, b). Acceptand ipoteza ci
directiile tensiunilor t in punctele de pe dreapta AB sunt concurente in acelasi
punct de pe axa y se poate scrie:

T,.=-T, tana (3.74)

Xz

Aceastd expresie nu are suport stiintific dar nici implicatii practice
suparatoare.

3.4.2.2. Tensiuni pe sectiuni inclinate la bare solicitate la incovoiere simpla

In paragraful 1.5.2. s-a prezentat forma particulard pe care o ia tensorul
tensiunilor T; 1n cazul barelor ca urmare a acceptarii ipotezei cd acestea sunt
alcatuite din fibre longitudinale care nu se apasa si nu luneca intre ele in directie
normala pe axa barei.

Fig. 3.72.

In consecinti, daci dintr-un punct P al barei se detaseazi o particula
elementara avand una din fete in planul sectiunii si celelalte doud in plane
longitudinale (unul paralel cu tensiunea tangentiala t din planul sectiunii drepte si
celalalt normal pe acesta), tensiunile din planul paralel cu t din planul sectiunii
drepte, sunt nule (fig. 3.72).

116



SOLICITARI SIMPLE

Rezulta ca in toate planele perpendiculare pe axa z' tensiunile sunt nule. Starea
de tensiuni 1n care tensiunile pe plane paralele cu planul dat sunt nule este o stare
plana de tensiuni. Deci in orice punct al barei starea de tensiuni este o stare plana.

Pentru evidentierea tensiunilor pe sectiuni inclinate in starea plana de tensiuni
se va considera mai intéi o stare pland de tensiuni in care apar Gy, Oy $i Ty = Ty,
asa cum se poate vedea in figura 3.73, urmand ca ulterior, rezultatele obtinute sa
se particularizeze pentru cazul barelor solicitate la incovoiere simpla.

z o,

Tyx L
~L NS
. N
AP ‘
. |
Oy - e ’ Al ——

|
|
—_———— -
o N

%’—» \\

=Y

Fig. 3.73.

Problema poate fi enuntatd astfel: cunoscand starea de tensiuni pland ce se
dezvolta intr-un punct P din interiorul unui corp sa se determine tensiunile ce apar
intr-un plan de normald v, ce trece prin punctul P. Aceasta este echivalent cu
determinarea tensiunilor o, i T, In functie de tensiunile ,, oy si 1y, (fig. 3.73, b).

Elementul de volum considerat i de grosime egald cu unitatea, sub actiunea
fortelor generate de tensiuni este in echilibru. in consecintd, se pot scrie trei
ecuatii de echilibru (sistemul de forte produse de tensiuni este un sistem de forte
coplanar).

Astfel, din ecuatia de moment in raport cu punctul O (fig. 3.73, b):

(t,,-1-dy)- ldx —(t,, -1-dx)- ldy =0
! 2 ! 2
se obtine egalitatea:

Ty = Tyx (375)

care exprima legea dualitatii tensiunilor tangentiale.
Proiectand toate fortele generate de tensiuni pe directia lui 6, se obtine:
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Go-1-ds — (oy1-dy)-cosa — (o, 1-dx)-sina — (Ty- 1-dy)-sina — (1), 1-dx)-cosa = 0,
iar din proiectia pe directia lui t, rezulta:
To-1-ds + (o, 1-dy)-sina — (6,-1-dx)-cosa — (Ty-1-dy)-cosa — (T,,-1-dx)-sina = 0.

Daca se are in vedere cd sin2a = 2sinocosa, cos20 = cos’a, — sin’a, iar intre
laturile elementului de volum exista egalitatile dx = ds-sina, dy = ds-cosa,, din cele
doua ecuatii de proiectii rezulta:

6,+6, G©,-0, .
G, = + —cos2a+ 1 sin2a
2 2 !
(3.76)

T =—2sin20+71. cos2a
2 i

Din relatiile (3.76) rezulta ca tensiunile o, $i T, sunt functii de (2a). Prin
derivarea in raport cu (2a) a lui o, rezulta

do,
=T,.
dQa)

(3.77)

In consecintd, valorile extreme ale tensiunii o, denumite tensiuni principale,
se vor dezvolta in plane in care 7, este nul. Aceste plane se numesc plane
principale de tensiune, iar normalele acestor plane directii principale de tensiuni.

Din conditia 1, = 0 rezulta:

27

tan20 = —— (3.78)
c,—0,

care, pentru o, € [0,27] are doud solutii 20, si 20 + 7. In concluzie exista doua
T . . T . .
directii principale de tensiuni: o $i o, + > perpendiculare intre ele.

Daci se introduce (3.78) 1n expresia lui o, dupd ce aceasta s-a explicitat in
functie de tan(2a) se obtin tensiunile principale:

2
c,.+0 G.—C
c,=—-—% . 3.79
= ( 5 J (3.79)
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S-a convenit ca Intotdeauna 61>0,, deci:

2
c . +0o G —0C
x Ty L O )
2

5 .
o Gx+Gy B Gx—Gy +‘Cz
2 = xy
2 2

Pentru a stabili care din unghiurile oy sau oy + m/2 corespunde lui o, se
calculeaza derivata expresiei (3.77) si se pune conditia de maxim. Se obtine:

G,

(3.80)

d’c G,—O, tana
= = 2 +riy 2cos’ a <0
d2a) 2 T,
Pentru indeplinirea acestei conditii trebuie ca
tanal
>0 (3.81)
T

xy

Ty t

Oy

Gx

=Y

Ty

O,

Yy

Fig. 3.74.

In consecinta, daca t,, > 0 directia lui G, notatd cu o, corespunde unghiului

o < m/2, care are tano > 0; dacd 1y, < 0, 01 corespunde unghiului o + /2, care
are tano < 0.
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In figura 3.74, pentru elementul ales, s-au trasat planele principale, tensiunile
principale si directiile principale de tensiuni.

In cazul in care bara este solicitati la incovoiere simpld se constatd ci
6:=0,0, = 0, iar intr-un punct oarecare de pe sectiunea dreaptd a barei

riy +1.. =1". Rezulti ci tensiunile principale, in acest caz sunt:
(3.82)

Se constata ca 6;-0, < 0.

3.4.3. Deformarea barelor drepte solicitate la incovoiere

In baza ipotezei sectiunilor plane configuratia punctelor care alcituiesc o bara
dreapta in starea deformata este complet cunoscuta, in raport cu un sistem de axe
X, y, z, solidar legat de forma nedeformatd a barei (axa x fiind directia axei barei
nedeformate, axele y si z fiind axele centrale principale de inertie ale sectiunii),
daca se cunosc deplasarile u(x), v(x) si w(x) ale unui punct curent de pe axa barei
si rotirile @(x), y(x) si O(x) ale sectiunii drepte in care s-a considerat punctul

3.4.3.1. Ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate

Forma deformatd a axei unei bare supuse la incovoiere se numeste fibra medie
deformata si reprezinta o curba continua.

Daca incovoierea este produsd de forte cuprinse in planul xOy (fig. 3.75, a)
punctele de pe axa barei au deplasari atat dupd axa x, u(x), cat si deplasari

. du . e
transversale, dupa axa y, v(x). Deoarece . =g =0 este alungirea specifica in axa

barei, orice punct C de pe axa barei are numai deplasarea CC' = v(x) (fig. 3.75, a).
Considerand cd deformatiile sunt mici in raport cu dimensiunile barei, din
figura 3.75, b rezulta:

tan(p;(p:%. (3.83)
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~ N _,//
R
. ! J
Y
y
a) b)

Fig. 3.75.

Prin derivarea expresiei anterioare cu in raport cu x, rezulta:

d*v d

- o (3.84)

dx dx
deoarece, agsa cum se poate constata din figura 3.76, un moment de incovoiere M,
pozitiv produce o rotire relativa negativd do a doud sectiuni ale barei situate la
departarea dx.

Inlocuind in relatia (3.84) expresia incovoierii specifice ®=—= se obtine:
d—zv __M, (3.85)
x> EI '

V4

relatie care reprezintd ecuatia diferentiala de ordinul 11 a fibrei medii deformate.

Daca se cunoaste expresia momentului
incovoietor ca functie de variabila x, M, = M.(x)
ecuatia (3.85) se integreaza si se obtine functia v =
v(x, C;, ;). Constantele de integrare C;, C; se
determind din conditii la limitd, care reprezinta
valori ale deplasarii (sdgetii) v sau rotirii @ in
punctele 1n care bara prezinta legaturi.

In cazul in care functia M.(x) nu poate fi
exprimatd din conditii de echilibru, cazul
sistemelor static nedeterminate, la care numarul
fortelor de legatura simple este mai mare decat
numadrul ecuatiilor de echilibru ce pot fi scrise, se
folosesc relatiile diferentiale dintre eforturile Fig. 3.76.
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sectionale si solicitari (2.5):

dT. dm d’M_. dT.
f=—q =T ; f=—F=—gq, 3.86
& P T 7 T a b (3:80)
si ecuatia (3.85) se transforma in:
d*v q,
— = 3.87
&t EI 3.87)

care reprezintd ecuatia diferentiala de ordinul IV a fibrei medii deformate.

In cazul in care se cunoaste intensitatea sarcinii normale ca o functie de x,
q,=9,(x), prin integrarea ecuatiei (3.87) de patru ori se obtine functia v = v(x, Ci,
C,, C3, Cy4). Pentru determinarea constantelor de integrare se pun conditii in
deplasari (sageti si rotiri) si in eforturile sectionale M, si T, intrucat acestea se pot
exprima in functie de v, prin relatiile:

d*v
d’v

Exemple privind integrarea directd a ecuatiilor diferentiale de ordinul IV,
respectiv II, a fibrei medii deformate sunt prezentate in cadrul problemelor
rezolvate de la sfarsitul acestui capitol.

3.4.3.2. Metode pentru integrarea ecuatiei diferentiale a fibrei medii deformate.
Metoda parametrilor in origine

In cele ce urmeazi se prezinti o metoda de integrare a ecuatiei diferentiale de
ordinul IV a fibrei medii deformate. Pentru aceasta se considera un tronson de
bara O — 4, cu moment de inertie constant, pe care g, = 0 (fig. 3. 77). In aceasta
situatie ecuatia (3.87) devine:

4
d'v
w
Prin integrarea succesiva a acestei ecuatii rezulta:
2 2 2
d’v d7v d

v X X X
JZCI; @ICIX‘FCZ; a=C15+C2X+C3; V==C1?+C27+C3X+C4
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Ty

M, F, o
Mo TN N Ll x
| oJ 4 J B C D
=
v (po
X \\\\
< i
:
C; >
< di »
| B4
Fig. 3.77.

in sectiunea O, unde x = 0 conditiile la limita sunt:

) dv
Y= VO N (p = a = (PO
2 3
MZ=—EIZ%=MO; TZ=—EIZ%=TO.
Din aceste conditii se obtin constantele de integrare:
T M
Cl:_ﬁ; sz_E_]O; Ci =04 Cy=v,.

care introduse in expresia lui v permit obtinerea ecuatiei fibrei medii deformate pe
intervalul O — 4 1n functie de parametrii in origine:

V=, AP ——L 0= (3.90)

Pentru x > a; (fig. 3.77) trebuie introdusa solutia particulara corespunzatoare
lui M;, care este solutia (3.90) pentru o bara dreaptd cu originea in 4 avand ca
singur parametru My = M;:
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M, [x-a]
vy =M ezl
EI. 2
Analog, pentru x > b; trebuie introdusa solutia particulara corespunzatoare lui
F, care este solutia (3.90) considerand originea In B si singurul parametru in
origine 7o =—F; :
F [x=b7
EI. 6
In cazul unei sarcini uniform distribuite ¢; (intervalul C — D din fig. 3.77)
solutia particulara are forma:

i

x—c] - [x-d.1
v(ql): q [ 1] _ ql [ l] .
EI. 24 EI. 24

Insumand solutia omogena (3.90) cu solutiile particulare se obtine ecuatia
fibrei medii deformate pentru o bara dreapta cu diferite incarcari M, Fj, g

EI. 2 EI. 6 “EL 2
_ 3 _ 4 _ 4
+z E [x bz] + q; [)C ci] _ q; [x dz]
~El. 6 ~El. 24 44El. 24

M, x> T, x° M, [x-a,] N

(3.91)

Pentru o sectiune oarecare a barei din solutia generala (3.91) se retin numai
termenii ale caror paranteze x — a;, x — b;, x — ¢; $i x — d; sunt pozitive.

Se face observatia cd, in ecuatia fibrei medii deformate (3.91) intervin numai
patru constante de integrare, indiferent de numarul intervalelor de variatie
continud a Incarcarilor. La sistemele static determinate, la care My si Ty sunt
cunoscute, nu raman doar doud constante de integrare, vy $i o, care se determina
pe baza conditiilor de rezemare a barei.

Derivand in raport cu x relatia (3.91) se obtine expresia generala a rotirilor:

P = EI." EI. 2 ““EI !
112 AR AT
+Z E [x bi] + 4q; [x bi] _ 4q; [x di]
~EI. 3 ~EI. 6 ~EI. 6

(3.92)

Si 1n acest caz, pentru o sectiune curentd a barei, se retin numai termenii ale
caror paranteze sunt pozitive.
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Aceastd metodd de integrare a ecuatiei diferentiale de ordinul IV este mai
avantajoasd decat integrarea directd care introduce cate patru constante pentru
fiecare interval de variatie continud a Incarcarii.

Probleme rezolvate

P.3.42. O consoli este solicitatd la capitul liber de un cuplu concentrat %7 = 24 kNm. Bara

este din otel cu rezistenta admisibili 6, = 150 N/mm” si are sectiunea dreptunghiulard b x 4 cu
h=2b (fig. 3.78). Sa se dimensioneze sectiunea barei.

A,

1\ 47,5 N/mm?>

( X z M|
- - <—— | SL )
-4 B ; %
) ! . :
y v \
Y v 147,5 N/mm?
M, ; 'y

Fig. 3.78.

Bara este solicitata la incovoiere pura deoarece in toate sectiunile ei se dezvolta numai
momentul de incovoiere M, = A dupa cum se poate observa din diagrama M. din figura 3.78. In
consecintd in toate sectiunile barei vor exista numai tensiuni normale ¢ a caror intensitate se
determina cu formula lui Navier (3.62).

Dimensionarea sectiunii barei se face cu relatia (3.66):

MM M 24:10°

Wi = - =160-10° mm’.
G, G, 150
. . - dim th . . .
Pentru o sectiune dreptunghiularda W :? si, deoarece h# = 2b, din egalitatea

W =W rezulta;

3
b= U 6214 mm,

Daca se adopta b = 62,5 mm rezultd 7 =2.62,5 = 125 mm.
Verificarea calculelor se face cu relatia (3.67):
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6
G:;{ax = LOZ =147,5 N'mm*< o, .
62,5-125
6
<b—>
A
T,

Y L Toy
; Ty

An
h
4
I
| w
B [

Fig. 3.79.

Distributia tensiunilor  este redata in figura 3.78.

P.3.43. Sa se stabileasca distributia tensiunilor tangentiale t,, pe o sectiune dreptunghiulara
din cadrul unei bare solicitata la incovoiere simpla.

Se considerd ca intr-o sectiune curentd a barei pe langd momentul incovoietor M, existad si
forta taietoare 7, (fig. 3.79).

In punctele situate la depdrtare y de axa z tensiunea t,,, datd de formula lui Jurawski (3.73),
este:

1.5,
R

z

unde, conform cu figura 3.79, S, este momentul static al partii din sectiune care tinde sa lunece,
(aria hasurata):

(-4 )

A 1n < bh’ <
Avand In vedere cd I, = ST rezulta:
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T .b{[”)z _yz}
212 A
12

max

Pentru y = iE se obtine 1, = 0. Tensiunea maxima t,

se dezvoltd in punctele de pe axa
neutrd (axa z) pentru care y = 0, si are valoarea:

Tmax_3Tz_3Tz
Y2bh 24

Dupé cum se poate observa t,, are o variatie parabolicad pe inaltimea sectiunii. In figura 3.79
este redatd distributia acestor tensiuni, ordonatele respective fiind obtinute prin rabaterea cu 90° a
valorilor t,, care au directia si sensul lui T..

P.3.44. Sd se stabileasca distributia tensiunilor tangentiale t,, pe o sectiune circulara din
cadrul unei bare solicitatd la incovoiere simpla.

T

W

4T
1m=—_‘
 ~34

Tyy

| &
R

v
Fig. 3.80.

Considerand unghiul la centru 2o corespunzdtor latimii b a sectiunii la departarea y de axa z,
momentul static al zonei hagurate (partea din sectiune care tinde sa lunece) este (fig. 3.80):

2
S.=A4-y. = (Bj —1(225inaj[2cosaj X
2 20 2 2

DY 2Dsino 1(.D . D 2D
ol — e — — Z*SIH(X —COSO |-——COoS 3
2) 32 o 272 2 32 D’ .,
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- . . . . D . . .
Inlocuind valoarea lui S, in relatia (3.73) si avand in vedere ca b = 2?s1non = Dsina, iar

4

momentul de inertie /, = rezulta:

3T, .,
T, = stm o,
in care A este aria sectiunii circulare de diametru D.
Se constatd, si in acest caz, cd T,, are o variatie parabolica pe inaltimea sectiunii, in punctele
de pe axa neutra (axa z) pentru care y = 0 < o = 90° valoarea ei fiind maxima (fig. 3.80):

max __ 4 T:
Y34
P.3.45. Bara simplu rezematd din figura 3.81, a actionata de forta concentrata 8qa, are

sectiunea casetatd. Rezistenta admisibila la Incovoiere a otelului din care este confectionatd bara
este 6, = 150 N/mm?. Stiind ci a = Im si ¢ = 12 kN/m si se dimensioneze sectiunea barei.

8qa
4 B
s 148,8 N/mm’
2a e 3a sl
Vy=4.8qa %
48¢a | L = AL s S
r. JJIHHTI]
3,2qa - K
M, ' 148,8 N/mm>
: 22 y o
~— 9,6ga°
a) b)

Fig. 3.81.

Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 3.86, a. Se constatd ca bara este solicitatd la
incovoiere simpla (in planul sectiunii drepte a barei se dezvoltd eforturile sectionale 7, si M,).
Sectiunea periculoasd este in B unde momentul 1incovoietor are valoarea maxima
M™ =9,6qa* =9,6-(12)-(1000)* =115,2-10° Nmm.

Dimensionarea sectiunii barei se face cu relatia (3.66). Pentru aceasta se calculeazd mai intai
modulul de rezistenta necesar:

128



SOLICITARI SIMPLE

] 1is20000
c 150

a

=768-10° mm’.

nec
Wz

Modulul de rezistentd al sectiunii barei in functie de forma si dimensiunile acesteia
(fig. 3.81, b) este:

(181)°(61)  (161)* (41)
I

Wzdim _ | : _ 12 5 12 _ 172’31‘3'
ymax

Din egalitatea W™ = W se determind valoarea lui ¢

3
t=3 M =16,45 mm
1723

Se adopta ¢ = 16,5 mm si se verifica corectitudinea calculelor cu relatia (3.67):

o _|M§""‘X _1152:10°
"owd 172,3-(16,5)°

o =148,8 N/mm”.

Distributia tensiunilor ¢ in sectiunea periculoasa (sectiunea B) este redatd in figura 3.81, b.

P.3.46. O bari simplu rezemati este actionati de un cuplu concentrat 9ga®, dupa cum se poate
vedea in figura 3.82, si are sectiunea in formd de U cu dimensiunile precizate in figura 3.83, a.
Cunoscand ca a = 0,2 m si ¢ = 7 kN/m sa se determine tensiunile maxime de intindere si
compresiune care se dezvolta in bara.

Pentru trasarea diagramei momentului
incovoietor se determind mai intai fortele de 9qa
legatura din 4 si C. V; si V¢ trebuie sa 4 /\
formeze un cuplu care sa roteasca in sens B < -
invers decat cuplul concentrat si trebuie sa 3 J % X
aibd marimea egala cu:

9ga’ Vi=gqa Ve=qa
VA:VC:q—:qa "
9a

Diagrama M este prezentatd in figura

3.82 si prezintd un salt In dreptul cuplului ~—3gd*
concentrat. m
Bara fiind M,

solicitatdi la incovoiere g ?;
distributia tensiunilor ¢ pe sectiune este data - 6ad’ W
de formula Iui Navier (3.62). Rezulta ci 99— |

Omax P€ sectiune se va dezvolta in punctul cu
Vmax> c€l mai departat de axa z. Fig. 3.82.
Deoarece sectiunea nu este simetrica in
raport cu axa z trebuie mai intdi determinatd pozitia centrului de greutate. Considerand ca
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sectiunea se obtine scazand din dreptunghiul mare pe cel mic, distanta de la marginea superioara la

centrul de greutate, adica y este:

_(50-120)(25) - (40-100)(20)
(50-120) — (40 -100)

=35mm

C

Se poate calcula acum momentul de inertie al sectiunii in raport cu axa z:

3 3
I = {%wo-uo-os-zsf}{%Mmoo-@s-zof} = 416,67 mm".

Daca se considera sectiunea din stanga lui B, cea in care M, = — 3qa2, distributia tensiunilor ¢
este redatd in figura 3.83, a. In acest caz in toate punctele sectiunii situate deasupra axei z
tensiunile o sunt pozitive, iar in cele situate sub, axa z sunt negative. In consecinta:
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10 B 100 J 10 +70,6 N/mm’
—1 | e —
Sl S] A
A
Il g
&)
a
. g )
e e e e S e é
M S
? 91[ ~30,2 N/mm>
| I
—141,2 N/mm>

b)
Sz Sz
| +60,4 N/mm?>
v y
Fig. 3.83.
2 2
g =204, =3 D QOO sy 706 Njmm?;
1. 416,67
—3qa’ —3-(7)-(200)> 5
SX%) I Vs 416,67 s) mm

= . - . . . a 2 qe - . .
Daca se considera sectiunea din dreapta lui B, cea in care M, = + 6qa”, distributia tensiunilor ¢

este redatd in figura 3.83, b. In acest caz in toate punctele sectiunii situate deasupra axei z
tensiunile o sunt negative, iar in cele situate sub axa z sunt pozitive. In consecinta:

2 2
oy =290, SO 35 1410 N/mm?;
I. 416,67
6qa’ 6-(7)-(200)* 5
Gy = . = -(15) = +60,4 N/mm°~;
S s 416,67 13
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Deci tensiunea maxima de intindere este o = 70,6 N/mm’ si se dezvolta in punctele S, din

max

+
max

sectiunea B stinga, iar tensiunea maxima de compresiune estec’  =141,2 N/mm? si se dezvoltd

in punctele S din sectiunea B dreapta.
P.3.47. Sa se dimensioneze bara din figura 3.84, a, cu sectiunea in forma de I, daca F = 2kN si
a = 0,6m, stiind ca rezistenta admisibild a materialului din care este confectionatd este

2 - . . . . . . ~ . A . -
o, = 150 N/mm". Sa se traseze distributia tensiunilor ¢ si 1., in sectiunea B stinga si sd se
determine tensiunile principale maxime in aceasta sectiune.

2 2F 6t 142,5 N/mm?
Ag B C D .
£ = R 10,4 N/mm?
4a=4 Aa <a, |t 13
ol 2ra_f1°F % 13,9 N/mm’
T. ‘ S U
27 I z : = ;
2Fa | _ =
N ™ e Ty
v 142,5 N/mm>
a) b)

Fig. 3.84.

Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 3.84, a. Se constata ca bara este solicitata la
incovoiere simpld deoarece in sectiunea transversald a sa se dezvolta eforturile sectionale 7, si M..
Dimensionarea se face cu relatia (3.66), calculandu-se mai intai modulul de rezistentd necesar:

M™ 2Fa 2-(2-10%)-(10°) _2,4-10°
G G 150 150

a a

=16000 mm®.

dim __
wom =
Modulul de rezistenta al sectiunii barei in functie de forma si dimensiunile acesteia (vezi

fig. 3.84, b) este:
3 3
2. M”,.&.(lm)z +%
pam _ L _ 12 12 2894

y mx

= 263,09 .

11z

Punand conditia ca W™ = W“ se determina valoarea lui :

t=3 16000 =3,93 mm.
263,09

Se adopta =4 mm si se verifica corectitudinea calculelor cu relatia (3.67):

6
T = LIO3 =142,5 N/mm’< 6, = 150 N/mm’.
263,09 -4
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Avand in vedere cd in sectiunea B stdnga momentul incovoietor are valoarea maxima
distributia tensiunilor ¢ este redata in figura 3.84, b.

Pentru distributia tensiunilor t,, se constatd cd In sectiunea B stanga T. = 2F = 4-10° N. in
consecintd 7 este In sens invers axei y, tensiunile t,, fiind pozitive si in acelasi sens cu 7. (vezi fig.
3.84, b). Calculul tensiunilor t,, se face cu formula lui Jurawski (3.73).

Astfel, in punctul de pe sectiune situat la racordarea inimii cu talpa superioard, respectiv
inferioara, tensiunea t,, are valoarea:

. LS _(4-107)(120-4°)
Yobe, (4)(2894-4%)

10,4 N/mm?,

deoarece momentul static al portiunii din sectiune care tinde sa lunece S, este momentul static al
talpii superioare (sau inferioare) S, = 6¢-2¢-10¢ = 120-£.

Se considerd cd pe ndltimea tilpilor tensiunile t,, au o variatie liniard, de la valoarea zero in
punctele de la exteriorul sectiunii, la valoarea 10,4 N/mm? in punctele de racordare talpd-inima,
asa cum se poate vedea in figura 3.84, b. Pe indltimea inimii, variatia tensiunilor tangentiale t,,
este data tot de relatia (3.73) si in consecinta ea este parabolica, valoarea maxima r:;‘“ fiind atinsa

in punctele sectiunii situate pe axa z. Pentru sectiunea considerata:

T (4-10°)(160,5-4%)
Tobl (4)(2894-4%)

=13,9 N/mm?,

deoarece S™ =6¢-2¢-10¢ +9¢-1-4,5t = 160,5¢ reprezintd momentul static al unei jumititi de

sectiune. Se face precizarea ca distributia tensiunilor tangentiale t,, redata in figura 3.84, b, a fost
obtinuta folosind 1n formula (3.73) aceeasi grosime b = ¢ =4 mm a sectiunii atat in punctele situate
pe télpi, cat si in punctele situate pe inima.

in conformitate cu relatia (3.82) tensiunile principale pe sectiunea unei bare solicitate la
incovoiere simpla apar in punctele in care tensiunile ¢ si T au valori maxime. Astfel, in punctele
situate la exteriorul sectiunii, pe talpa inferioara, respectiv superioara unde tensiunile T sunt nule,
tensiunile principale au valorile: o, = 142,5 N/mmz; o, =—142,5 N/mm?. In punctele de racordare
a talpii cu inima tensiunile normale o au valoarea: o =11425 ;—itt =128,25 N/mm’ si, in

consecintd tensiunile principale sunt:

2
o, = 12825 \/(lz&zsj +(10,4)* =129,1 N/mm?;

2 2
2
5. —12825  |(12825) (10,4)*> = —0,84 N/mm”.
2 2 2

Rezulta ca tensiunile principale maxime se dezvoltd in punctele situate la exteriorul sectiunii
pe talpa inferioard, respectiv superioard, acolo unde o este maxim si t este nul. in concluzie, in
cazul incovoierii simple, conditia de rezistentd (3.65) este acoperitoare, chiar daca ea nu ia in
considerare influenta fortei tdietoare prin intermediul tensiunilor tangentiale T , deoarece:
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=142,5N/mm>.

max

c, :|G

P.3.48. Pentru bara din figura 3.85, solicitati de momentul 7, si se determine ecuatia fibrei
medii deformate, sdgeata si rotirea sectiunii 4.

(07}
= /' e By
\ 4 o
X
M /
B
Fig. 3.85.

Intr-o sectiune oarecare x a barei momentul incovoietor are valoarea M, = T 1n acest caz
ecuatia diferentiala de ordinul doi a fibrei medii deformate (3.85) capata forma:
d?v M

& ElL

Dupad integrare se obtine:

WM
dx EI
2
v =—£-x—+C1x+C2.
EI. 2
=0
Punénd conditiile la limitd: x =/ — {(PB se obtine sistemul de ecuatii liniare:
vy =
0= M I+C,
EI
2
oz_ﬂ.l_+cll+c2
EI. 2
Dupa rezolvarea sistemului rezulta:
M M 2
Ci=—:1 C,=——.
EI EI. 2

In consecintd, ecuatia fibrei medii deformate este:

iar rotirile se determina cu relatia:
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M
- M o).
¢ EIZ(X)

Folosind ecuatia fibrei medii deformate se poate determina sdgeata in orice sectiune a barei .
In sectiunea A sageata are valoarea:
2
M
Y =y =T

EI. 2

z

si deci sectiunea se deplaseaza in sensul invers al axei y aga cum se poate observa din figura 3.85.
Analog, folosind expresia rotirilor, se determina rotirea sectiunii 4:

M

X:O_(PA:E[Z'Z'

@

P.3.49. Consola 4B din figura 3.86, a este incastrata in punctul 4 si este tangenta la un cilindru
rigid de raza r. Sa se determine sageata punctului B atunci cand bara este solicitata de forta P.

Datorita solicitarii barei cu forta P aceasta se va deforma astfel incat o portiune din ea AC va
rdmane in contact cu cilindrul rigid, punctul C ajungand in C' (fig. 3.86, a). O sectiune curenta a

\ f :
3
3 x > ! P
I 5 .
Q\\ >
§ A C A4 A 4 i
\ = B E— -
Q\\ g ~ A §
g C =~ 3 \4 f

y B

B
v
r
a) b)
o)
Fig. 3.86.

barei la departarea x > X (fig. 3.86, a), pe langa sdgeata v; (corespunzitoare punctului C'), va avea
o sdgeata v, datoritd rotirii sectiunii C si o sdgeata v; produsd de forta P, dar pe o consold
incastrata de lungime / — x . Rezulta ca sageata unei sectiuni oarecare x a barei este:

V=v; T v, tys.
Pentru determinarea sdgetii punctului C se precizeaza ca Intre curbura fibrei medii deformate
si sdgeatd exista relatia:
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d*v
de
2 3/2 °
dv
1+ —
dx
in aceasta expresie dv/dx reprezintd panta, in orice punct, la curba fibrei medii deformate; in
cazul micilor deformatii ale barelor, aceasta cantitate si cu atdt mai mult patratul ei sunt mici 1n
comparatie cu unitatea si se neglijeaza. Avand in vedere aceasta simplificare si tindnd seama de

ecuatia diferentiald de ordinul doi a fibrei medii deformate, (3.85), se obtine legatura dintre
curbura fibrei medii deformate $i momentul de incovoiere:

o |~

1 M,

P EL’
in sectiunea C momentul incovoietor este M . =P(-X),iar p=rsgideci

1_PU-%) _ o, EL

r EL Pr

in conformitate cu fig. 3.86, a, se poate scrie:

(r=v,) +x* =r?

~2

. . . . . X
din care, prin neglijarea termenului v se obtine: v, = e
r

Deplasarea v, se datoreaza rotirii sectiunii C. Avand in vedere ca unghiul AOC" este egal cu
unghiul pe care axa deformata a barei il face cu orizontala in C’ se poate scrie (fig. 3.86, a):

X X ~
—=—>=v,=—(x-X).
xX-xX r r

Pentru calculul lui v; sd consideram cé deformatiile barei sub solicitarea fortei P nu sunt
impiedicate, adica bara se poate deforma liber ca si cand cilindrul de raza » nu ar exista, aga cum se
poate vedea in figura 3.86, b. Intr-o sectiune oarecare C a barei momentul incovoietor are valoarea
M. = — P(I - x). Inlocuind aceastd valoare a momentului in ecuatia diferentiali de ordinul doi a
fibrei medii deformate (3.85) si integrand de doua ori se obtine:

2 3
Ll-x——i-x—+clx+cz.
EI. 2 EI. 6

v =

Pentru determinarea celor doud constante de integrare C; si C, se pun conditiile:

v, =0=C, =0
-0
* 0, - —o=c¢ =0
d‘xx:O

in consecint, ecuatia fibrei medii deformate a consolei AB din fig. 3.86, b, solicitatd de forta
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P, este:

P X’ X
y=——|l-=].
EI. 2 3

Daci se inlocuieste / cu / — X iar x cu x — X se obtine expresia lui v;:

~\2 ~
s )
EI. 2 3

V3

Insumand cele trei valori se obtine sigeata in sectiunea curenta x:

~ ~ ~2 ~
X X 5 P (x—X) (l_;_x—xj
r 3

Pentru x = [ se obtine sdgeata punctului B:

~ = =3
vB:i+£(l—)7)+i~(l *) .
2r r El, 3

& N < . ~ EI .
Inlocuind in aceasta expresie pe X =/— P—Z se obtine:

- r
> (EL)
Vg =—— .
"o2r 6P
q
4 ALLIITIITITTITITITITTITITITIITITIIILL o P.3.50. Se considera grinda din
= figura 3.87, incastratd la un capat si

/

simplu  rezemata la  celalalt,
solicitatd de o sarcind uniform

24 @ distribuita de intensitate g. Sa se
+ traseze  diagramele  eforturilor
Ll , sectionale T, si M..

T 3
W gql Pentru trasarea diagramelor de

51/8 . . <
eforturi sectionale este necesar sa se

P @ determine fortele de legdturd. Se

Tﬂ\l*m constatd insa cd numarul acestora
| este 4 (trei in incastrarea A si una in
+ reazemul simplu B). Numdrul
ecuatiilor de echilibru ce pot fi
2 q12 scrise este 3. In consecintd sistemul
16 find o data static nedeterminat

(4 — 3 = 1), diagramele de eforturi

sectionale nu pot fi trasate deoarece
Fig. 3.87. din ecuatiile de echilibru nu pot fi

determinate  toate  fortele de

legatura.

Pentru rezolvarea problemei se va utiliza ecuatia diferentiald de ordinul IV a fibrei medii

deformate (3.87) care, pentru cazul studiat este:
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dv_a
dx'  EI
Prin integréri succesive se obtine:
d’v d*v x’
Elzgqu-‘rcl; EIZWZqY"FCliFCZ;
dv x’ x? x* X3 x?
Elzazq?+C17+C2x+C3; EI:-v:q§+CI?+C27+C3x+C4.

Pentru determinarea constantelor de integrare C; (i = 1,2,3,4) se pun urmatoarele conditii la
limita:
) v, =0=>C, =0
- 1n A4 pentrux =0—>
¢, =0=>C, =0
14 3 12
v, =0=2¢g—+C,—+C,—=0
B q 24 s 25

- MBpentrux=I—> s

MB=0:q%+Cll+C2:0

Prin rezolvarea sistemului se obtine: C, = —%ql si C, = %qﬁ .

In consecintd, ecuatia fibrei medii deformate este:

1 gl*|(x YosxY 3(xY
ve—">=T|=| = =|=| +=| =] |.
24 EI |\l 2\1 2\ 1
Folosind relatiile (3.89) si (3.88) se determina modul de variatie al fortei taietoare 7, si al
momentului incovoietor M. :

T o=—L g 24% 15)
T4 !

2
M. =L qr| 12 1) —15(i +3].
24 I !

Pe baza acestor egalitati s-au trasat diagramele din figura 3.87.
Momentul incovoietor are valoare maxima In sectiunea unde forta tdietoare se anuleaza. Din
conditia 7, = 0 rezultd x = 5//8, valoare care introdusa in expresia momentului incovoietor conduce

la M, = 2ql2 .
16
P.3.51. Pentru grinda simplu rezematd din figura 3.88 sa se determine fibra medie deformata

precizandu-se rotirile pe reazeme si sageata in C.
Se aplica metoda parametrilor in origine. Alegand originea sistemului de referintd in punctul 4

138



SOLICITARI SIMPLE

si cunoscand parametrii My, = 0 si Ty = — 2qa, expresia (3.91) pentru incarcarile din figura 3.88
devine:

Y —

\ ¢ A *
—
BT

3a

> Vp=10,9qa

Fig. 3.88.

3 PR E] 21 a 72 214
v=v0+(p0x+%x——4’lqa[x al +4qa [x —3a] +L[x 3a]”

EI. 6 EI. 6 EI, 2 EI. 24
_ g [x—6a]4 09qa [x—6a]’
EI, 24 EI. 6

Termenii cu paranteze drepte intervin numai pe intervalele in care valorile parantezelor sunt
pozitive. In consecinti, deoarece pentru bara considerata x < 6a, ultimii doi termeni nu se mai iau
in considerare.

Necunoscutele sunt vy §i Q.

Pentru determinarea lor se pun conditiile la limita:

{pentrux =a—>v, =0

pentru x = 6a = v, =0;
din care rezulta:
ga*
0=v, +¢@,a—0,3333—
0T o EI.

3 3 2 2 4
0=v, +0-6a +2ﬂ (6a)” 4,lga (Sa) . 4qa” (3a) L4 (3a)
EI. 6 El. 6 EI. 2 EI. 24

z

3 4
Din rezolvarea sistemului rezulta: ¢, = —1,525% 3 Vo = 1,192ﬂ .

Pentru determinarea rotirilor pe reazeme se foloseste expresia (3.92), care, pentru incarcdrile
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din figura 3.88, capata forma:

2 Y 2 a3
0= @yx+ %x_ _4lga [x—d] N 4qa [x—3a]+ q [x —3a]
EI_ 2 EI 2 EI EI 6

Pentru x = a rezulta:

3 2 2 3
¢, =—15259L 2992 _ 55592
EI. EI. 2 EI.
iar pentru x = 6a se obtine rotirea din punctul D:
ga’® 2qa (6a)’ 4lga (5a)> 4qa’ q (a)’ qa’
¢y =—-1525"—+—— e + Ba)+— = —0,2753

EI. EI. 2 EI. 2 EI EI
Folosind expresia fibrei medii deformate in care x = 3a, sdgeata in punctul C este:

4 3 3 3 4
ve = 119299 1525993, 240 Ba) _lga 2a) _ 50399
EI EI. 6 EL 6 EI.

z z z

Probleme suplimentare

P.3.52. Consola din figura 3.89 de lungime / = 2 m, este solicitatd de o sarcina uniform
distribuita de intensitate ¢ = 12 N/m. Sa se dimensioneze sectiunea barei pentru o, = 150 N/mm” si

sa se reprezinte variatia tensiunilor & si 1, In sectiunea B.

5t .

2t

12¢

2t

Fig 3.89.

P.3.53. O grinda simplu rezemata (fig. 3.90) de lungime / = 4 m este actionata de o sarcina
uniform distribuita ¢ = 15 N/m. Materialul din care este confectionatd grinda are rezistenta
admisibili o, =150 N/mm®. Sa se dimensioneze grinda si si se determine sigeata ei maxima.

p!

A I 7 15 ;:?
SAN 140 A t

/ B |

>
| |

6t

A4

A

Fig. 3.90.
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P.3.54. Bara din figura 3.91 are sectiunea dreptunghiulard si este obtinutd dintr-un
semifabricat cu sectiunea rotundd cu diametrul D. Ea este solicitatd de o sarcind liniar distribuita
cu intensitatea maxima ¢ = 12 N/m, iar lungimea ei este / = 0,6 m. Stiind ca o, =150
N/mm’ se cer: a) diagramele de eforturi; ») dimensionarea barei stabilindu-se raportul optim dintre
inaltimea 4 si latimea b a sectiunii; ¢) distributia tensiunilor ¢ in sectiunea in care forta taietoare se
anuleaza.

P.3.55. . Pentru bara din figura 3.92 sa se determine fibra medie deformata si sa se precizeze
rotirile din B si C $i Vppay.

Bl

Fig. 3.91.

P.3.56. Pentru o grinda incastrata la capete (fig. 3.93), cu momentul de inertie constant, se
cere sa se traseze diagramele de eforturi si sdgeata maxima pentru o sarcind uniform distribuitad pe

toatd deschiderea.
q
mmm 5

i .

.
k.

Fig. 3.92 Fig. 3.93

P.3.57. Pentru consola din figura 3.94, a actionata de sarcina concentratd F se cer: a) fibra
medie deformata cu precizarea valorilor v, si ¢4 pentru cazul in care momentul de inertie al barei
este constant si egal cu Iy; b) sdgeata si rotirea cea mai mare in cazul In care latimea sectiunii

transversale variaza liniar b, = b, % (fig. 3.94, b).

F
by i
]
4 ; gf T =
- * X ¥
a) b}
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3.5. TORSIUNEA BARELOR DREPTE CU SECTIUNE CIRCULARA

O bara sau un tronson de bara este solicitata la rasucire (torsiune) atunci cand
in orice sectiune dreaptd a ei apare ca efort sectional numai un moment dirijat
dupa axa x, M, — notat uneori si M, (fig. 3.95). Pentru ca o bara sa fie solicitata la
torsiune trebuie ca cel putin una din fortele care solicita bara sa nu Intdlneasca axa
acesteia.

In conformitate cu conventia de semne precizati in subcapitolul 1.3,
momentul de rasucire este pozitiv cand,
pe fata din dreapta sectiunii, el este 2F
orientat in sensul axei x (de exemplu, in ; 3E4
fig. 3.95, momentul 3Fb, dat de cuplul de ~ 2Fb | o | 3ED x
forte 3F, este pozitiv deoarece are A B
vectorul orientat in sensul axei x).

Pentru reprezentarea graficda a @ 2F |4 > >
momentului M, se face urmatoarea Fb
conventie, diferita de conventia adoptata N
in cazul momentului de incovoiere, @
valorile pozitive se reprezintd deasupra 2Fb
axei barei, iar cele negative sub axa barei
(fig. 3.95).

T
A

Fig. 3.95.

3.5.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Deoarece in planul sectiunii drepte a barei torsorul eforturilor sectionale se
reduce numai la un vector M, dirjjat dupa axa barei relatiile de echivalenta (1.29)
devin:

N=[ocdd=0; M, =|(t,z-7.y)dd#0;
(4) (A)

T.=[r,d4=0; M, =—[c,zdd=0; (3.93)
(4) (A)

T,=[t.da=0; M. =[o yd1=0.
(4) (A)
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Pentru a stabili modul de distributie al tensiunilor se apeleazd la studiul
aspectului geometric care furnizeaza relatii intre deformatii specifice si deplasari.

In acest scop se considerd o bara dreapta cu sectiunea circulara (fig. 3.96, a)
pe suprafata céreia se traseaza doud curbe directoare, la o distanta foarte micd una
fata de cealaltd, dx. Aceste curbe pot reprezenta intersectia dintre suprafata
exterioard a barei si doud sectiuni drepte, infinit apropiate. Intre cele doua curbe
directoare se traseaza o serie de generatoare foarte apropiate intre ele, care pot fi
considerate segmente de lungime dx din fibrele situate la suprafata exterioara a barei
(fig. 3. 96, a).

Fig.3.96.

Dupa ce bara este solicitata de catre un moment de rasucire pozitiv, M, (fig.
3.96, b), se constatd urmatoarele:

— cercurile raméan tot cercuri si la aceeasi distantd dx, fapt ce dovedeste ca
sectiunea transversala ramane plana

— toate generatoarele (care se identifica cu fibrele de la exteriorul barei) raiman
paralele intre ele, fiind inclinate cu acelasi unghi fatd de tangentele corespun-
zdtoare la curbele directoare.

Rezulta ca la exteriorul barei:

€, =0.;y=ct. (3.94)

In baza observatiilor anterioare in interiorul barei are loc un fenomen similar,
fapt ce conduce la concluzia ca cele doud sectiuni, situate la departarea dx, s-au
rotit rigid intre ele cu un unghi deo (fig. 3.97).

In conformitate cu figura 3.97 se poate scrie:

y——nn, do

_dx = v =r—=c(t. 3.95
y=ro =¢ (3.95)

nn' =rde
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Fig. 3.97.

Relatiile aspectului fizic sunt cele furnizate de legea simpla a lui Hooke:
c=FE¢ ;1=Gvy (3.96)

cu observatia cad tensiunea tangentiald t va fi tangentd la arcul nn', adica
perpendiculara pe directia razei (fig. 3.98). Rezulta:

Tyy = T-COSQL | Ty = — T-SINAL. (3.97)

Egalititile € =0 si o = E-€ conduc la concluzia cd prima, a cincea si a sasea
egalitate din (3.93) sunt identic satisfacute.

Avand in vedere relatia T = Gy si expresia deformatiei specifice unghiulare
datd de relatia (3.95), a doua egalitate (3.93) se scrie astfel:

T, = JtcosadAzG% JrcosochzG%p szAzO

(4) (4) (4)
deoarece z = r cosa (fig. 3.98), iar IZdA =S8, =0 reprezintd momentul static al
(4
sectiunii in raport cu axa y care este axa centrala.
Analog:

T =- ItsinadA = (—Gd—(p) J.rsinoch = (—Gd—(p) IydA =0.
) dx )y dx )
In conditiile precizate, egalitatea a patra din (3.93) capata forma:
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7N

Xz w

z

v

Fig. 3.98. Fig. 3.99.
M = I(Z-’ECOSOL +y-tsina)d4 = J‘t(rcos2 o +rsin’ o)d4 = IrrdA
() () (4)
sau, avand in vedere aspectul fizic si cel geometric,

M, _gle erdA=Gd—‘p1p, (3.98)
dx
(4)

in care /, este momentul de inertie polar al sectiunii circulare in raport cu centrul
: d N g o .
ei de greutate. Raportul a(p reprezinta rotirea a doud sectiuni ale barei, situate la

departarea dx una fatd de alta, si poartd numele de rasucire specifica. Din relatiile
(3.95) 51 (3.98) rezulta ca:

7, (3.99)

relatie care determind variatia tensiunii tangentiale T pe sectiunea circulara a unei
bare solicitate la torsiune. Se constatd cd pe sectiunea dreaptd tensiunile t variaza
liniar (fig. 3.99), punctele cele mai solicitate fiind toate punctele de la periferia
sectiunii unde 7 atinge valoarea maxima pe sectiune:

T =y (3.100)

max,sect 1 max

3.5.2. Calculul de rezistenta

Tensiunea tangentiald maxima din cuprinsul barei se va gési in sectiunea
periculoasd, sectiune in care momentul de torsiune are valoarea maximd M ™ si

care se identifica pe baza diagramei M,.
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Conditia de rezistentd pentru o bara dreaptd cu sectiune circulara solicitatd la
torsiune are forma:

max

]

Tinax = w ST,

P

(3.101)

1
unde W, = —"- reprezinti modulul de rezistenta la torsiune al sectiunii circulare.
r

max

in cazul sectiunii circulare pline, pentru care /, = nd*/32 S1 Vmax = d/2:

3
w, =%, (3.102)

iar pentru cazul sectiunii inelare, la care 1, = nD*/32 — nd*/32 S1 7'max = D/2:

nD’ d\'
W = I-|—=1 | 3.103
=) @10
Relatia (3.101) se foloseste atat pentru dimensionare, caz in care dimensiunile
sectiunii barei se determina din egalitatea:

| max
14 nee _ | X |
P
T

a

dim
— i, (3.104)

cat si pentru verificarea unor sectiuni. De asemenea, pe baza relatiei (3.101) se
poate determina efortul sectional capabil al unei bare cu sectiune circulara
solicitata la torsiune:

MM <M = W (3.105)

Observatie. Cand barele solicitate la torsiune sunt piese in migcare de rotatie
in jurul axului lor ele poartd numele de arbori si reprezintd organe de masini.
Solicitarea la torsiune a acestora se face prin intermediul unor transmisii (prin
lant, curele sau diverse angrenaje) care transmit un cuplu de la un motor, ce poate
dezvolta o putere P, cu un anumit numar de rotatii pe minut #. Daca puterea P a
motorului este exprimata in kW, cuplul motor transmis prin intermediul arborelui
se calculeaza cu relatia:

_PWI

M,=9,55-10° ,
n[rot/min]

(3.106)
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3.5.3. Tensiuni pe sectiuni inclinate la bare solicitate la torsiune

Fie un tub subtire solicitat la torsiune ca in figura 3.100, a. Pe fetele unui inel
detasat din tub se dezvolta tensiuni tangentiale t, al céror sens de rotire in jurul
axei de simetrie a tubului este acelasi cu cel al momentului de torsiune M,
(fig. 3.100, b). Daca se detageaza un element abcd din inelul considerat, pe fetele
M O lui se dezvolEé numai tensiuni
e tangentiale T dupa cum se poate vedea

C )) in figura 3.100, c.
S~ Se constatd ca starea de tensiuni
din tubul subtire solicitat la torsiune
este o stare pland de tensiuni — in
planele perpendiculare pe normalele
la axul de rotatie nu se dezvolta
tensiuni.

S& consideram elementul abcd
orientat fatd de un sistem de referinta
xOyz si de grosime egala cu unitatea
asa ca in figura 3.101, a.

Pentru determinarea tensiunilor pe

a) c) un plan inclinat cu unghiul o fata de
Oy se exprima echilibrul elementului
Fig.3.100. de volum din figura 3.101, ».
Proiectdnd pe directia lui G, si a
lui 7, toate fortele generate de tensiuni, se obtine:

Gy 1-ds — Ty 1-dy-sina — 7+ 1-dx-cosa. = 0
To-1-ds — Ty 1-dy-cosa — Ty 1-dx-sino = 0.
Deoarece Ty, = 1,», dx = ds-sina s1 dy = ds-cosa din cele doud ecuatii rezulta:
Go = Ty-SIN20L (3.107)
Ta = Ty COS20L. (3.108)
Se observa ca pe plane inclinate cu o, = + 45° tensiunile au valorile:

6450 _Txy > T45” 0.
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Ty a ; | c 7 T ds
| I]"
|
S A At * 5 Oa
BN d Ta
7 S ly b
N
b d Va
T,
Y
y
a) b)
Fig. 3.101.

Acelasi rezultat se obtine daca in expresia tensiunilor principale (3.79) se face
6, = o, = 0 (corespunzitor solicitarii de forfecare pura)

G| = — 02 = Ty, (3.109)

Se constata cd, in cazul solicitarii de forfecare purd, tensiunile principale sunt
egale si de semne contrare si se dezvolta in plane dispuse la 45° (fig. 3.102, b).

3.5.4. Deformarea barelor drepte cu sectiune circulara solicitate la torsiune

Dupa cum s-a demonstrat anterior, datoritd solicitarii la torsiune, doud sectiuni
ale barei, infinit vecine, se rotesc rigid una fata de alta, in jurul axei barei, cu
unghiul:

d(pzygz M, dx. (3.110)
r Gl
p

Se constatd cd un vector de rotatie dirijat in sensul pozitiv al axei x produce
rotiri pozitive. In consecinti un moment de torsiune pozitiv, al carui vector pe fata
din stanga sectiunii este dirijat in sensul negativ al axei x, produce rotiri negative
(orare). Rezultd ca doud sectiuni, 1 si 2, ale unei bare, se rotesc intre ele cu
unghiul:

P =0 =0, =~ (3.111)

—_—
=
&
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Tyx
~—
Tyy
X
b,
——
Ty
Y )
a)
Fig. 3.102.
Daca pe intervalul 1-2 bara are sectiune constantd atunci:
Ql 2
L, =——= 3.112
P2 GI ( )

P

unde Q;_; reprezinta suprafata diagramei de moment M, intre sectiunile 1 si 2.
Daca pe intervalul 1-2 sunt m tronsoane cu sectiuni constante atunci:
m Q
Q,=—) —, (3.113)
i=l1 GI i
unde €; reprezinta aria diagramei momentului de torsiune pe tronsonul 7, iar /,; —
momentul de inertie polar al tronsonului i.
In cazul organelor de masini, pentru buna functionare a subansamblului,
maginii sau instalatiei respective, este necesar ca deformarea arborilor sd nu
depageascad anumite limite. In aceste cazuri se impune o conditie de rigiditate sub

forma:
Mmax
doy _[m| <[de) (3.114)
d ).~ GI, ldx),

p

do e s s - :
unde | — | reprezintd rdasucirea specifica admisibila, care se prescrie in functie

de conditiile cinematice impuse de buna functionare a subansamblului masinii sau
instalatiei respective.

Deoarece barele solicitate la torsiune au, in general deformatii mari, de cele
mai multe ori conditia de rigiditate (3.114) poate fi mai restrictivd decat conditia
de rezistentd (3.101). Din aceastd cauzad cele doud conditii trebuie verificate
obligatoriu.
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3.5.5. Sisteme static nedeterminate la torsiune

O bard dublu incastratd la torsiune, care poate avea sectiunea variabila, si
solicitata de cupluri de forte ce au vectorii momentele dirijate dupd axa barei
constituie un sistem static nedeterminat la torsiune (fig. 3.103, a).

1
Mx,A " N‘—v—» 1p2 IWX,D
PR an ey a)
44 B C D X
20 e 20 Jo 2a
Mx,A ——
A B C D b)
4 | o)
C D
Moa | 4 B C Di:
o 2
@ 4 BT e)
: );_? . C D
\ §
M_—
MI‘"+I"2 I, +2I,
I, +21,
Fig. 3.103.

Sistemul este static nedeterminat deoarece pentru determinarea momentelor
M, 4 s1 M, p (fig. 3.103. a) aspectul static furnizeaza o singurd ecuatie si anume
ecuatia de momente in raport cu axa barei (axa x):

M4+ M+ M,p=0. (a)

Pentru ridicarea nedeterminarii §i trasarea diagramei momentului de torsiune
M, se adopta sistemul static determinat din figura 3.103, b, numit forma de baza,
obtinut din sistemul real prin suprimarea incastrarii la torsiune din 4. in locul
legaturii suprimate se introduce momentul A, 4 a carui marime urmeaza sia o
determindm (directia este cunoscutd, iar sensul este ales arbitrar).

Sistemul static determinat din figura 3.103, b, adica forma de baza, se incarca
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pe rand cu cuplul M si cu momentul M, 4 trasdndu-se diagramele M ? (fig.3.103,c)
si my 4 (fig. 3.103, d). Forma de baza solicitata de M si de M, 4, aplicand principiul

suprapunerii efectelor, trebuie sd se comporte ca sistemul real din figura 3.103, a.
Aceasta conditie este echivalenta cu a scrie:

0y +9, =0, (b)

in care @ este rotirea la torsiune in sectiunea 4 produsi de M pe forma de bazi,
iar @', , rotirea la torsiune in sectiunea A produsa de M, 4 tot pe forma de baza.

Folosind diagramele momentelor de torsiune din figura 3.103, ¢ si d, relatia
(3.111) capata formele:

2 M dx
I,

D
m, ,dx

;09 =-,f T
,

Op—@) =— (c)

A

Cum si in punctul D bara este incastrati si in consecintd @), = @', =0, relatiile
(c) devin:

. M-2a M-2a

e, Tar, o
o :_Mx,A -4a _Mx,A -2a
! GI, GI,,
Inlocuind expresiile lui g%, si @/, in ecuatia (b) se obtine:
M., -2a+(—M +MX,A)-2a+(—M +M,_,)2a o ©
G, G, Gl ,,

Din rezolvarea ecuatiei (e) rezulta:
I1,+1,

M —.
l,+21,

x,A

Odata nedeterminarea ridicata se poate trasa diagrama momentului de torsiune
M,, pe structura reala (fig. 3.103, e), incarcand sistemul static determinat ales cu
cuplul M si cu valoarea reald a momentului de legatura din incastrarea 4, sau prin

insumarea diagramelor M si m, 4, folosind valoarea obtinuta pentru M, 4.

Pe baza diagramei M, se poate calcula rotirea torsionald a oricdrei sectiuni a
barei, folosind relatia (3.111).
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3.5.6. Calculul arcurilor elicoidale cu pasul mic

Arcurile elicoidale sunt elemente foarte des folosite In constructia de masini i
sunt alcatuite dintr-o sarma, de cele mai multe ori cu sectiune circulard, care are
axa de forma unei elice cu pas constant. Elementele geometrice ale unui arc
elicoidal sunt:

—raza R a cilindrului pe care este Infasuratd axa sarmei;

— diametrul d al sectiunii sarmei;

—numarul » de spire ale resortului;

— pasul elicei p = 2nR tana (fig. 3.104, a).

a) b)

Fig. 3.104.

3.5.6.1. Determinarea tensiunilor si dimensionarea

Pentru a calcula eforturile sectionale din spira resortului se definesc mai intai
axele intrinseci ale sectiunii astfel (fig. 3.104, b):

— axa x: tangentd la axa spirei in sectiunea consideratd, in sensul de masurare
al arcelor;

— axa y: axa din planul sectiunii spirei continuta in planul tangent la suprafata
cilindrului definit de axa spirei; axa y face unghiul o cu directia generatoarei
cilindrului infasurator;
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— axa z: axa din planul sectiunii spirei perpendiculara pe planul tangent definit
de axele x si y; aceastd axa intersecteaza axa arcului (adicd a cilindrului
infasurator) sub un unghi drept.

Se reduce apoi forta F' (din urma sectiunii), in punctul unde axa z intersecteaza
axa arcului i se descompune, in acest punct, dupa directiile axelor x, y si z.
Deoarece axa z este perpendiculard pe axa arcului, deci §i pe directia fortei F,
aceasta va avea doar componentele (fig. 3.104, b):

Fy=Fsina; F,=F-cosa.
Reducand acum aceste doua forte in axa spirei se obtin urmatoarele eforturi
sectionale:
N=F,=F-sina; T,=0; I, =—-F,=—F-cosa,
M.=-F,R=-F-R-cosa; M,=-F+R=-F-Rsino; M.=0.
Daca unghiul o < 12° arcul elicoidal se considera cu pasul mic si se pot face
urmatoarele aproximatii:
sina =0; cosa=1.
In baza acestor aproximatii:

N=0;, T,=0, I.=-F; M,=-FR;, M,=0; M.=0.

Rezultd ca, in planul sectiunii

drepte a spirei se dezvoltd numai
T, eforturile sectionale M, si 7. asa cum
4 se poate vedea in figura 3.105.

Ca urmare, in punctele din planul
sectiunii drepte se dezvoltda numai
tensiuni tangentiale, ale caror variatii,
sunt redate in figura 3.105.

I

4
73

g~ U

In consecintd tensiunile tangen-

IV Lidd tiale Ty (calculate cu relatia (3.101))si
T, (vezi problema P.3.44), provocate

« da de solicitirii spirei arcului la torsiune,
respectiv  forfecare, se  aduna

Fig. 3.105. geometric. In punctele de pe dreapta

1-2 tensiunile au si aceeasi directie,
iar in punctul / ele au si acelasi sens. Rezulta ca in toate punctele / de pe toate
sectiunile spirei, tensiunea t are valoarea maximad, oricare din aceste puncte
putand fi punctul cel mai periculos din bara:
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M. AT
Tnax = Tﬁf;x +Tgax = = (3115)
w, 34
5 . . . 3 nd® . nd® .
In cazul in care sectiunea spirei este rotunda W,=—— si A= . Din

conditia de rezistenta (3.101) si relatia (3.115) rezultd formula de verificare a
arcurilor elicoidale:
T oo _IR 1+li <t,. (3.116)
w 3R

P

Se constatd cd, in cazul proiectarii, conditia de rezistentd, transformata in
relatie de dimensionare, contine doi parametri: d — diametrul sectiunii si R — raza
de infasurare a spirei. Din aceastd cauza pentru dimensionare fie se va alege d si
se va calcula R, fie invers.

In cazul in care se calculeazi d se observi ca ecuatia de dimensionare obtinuta
din conditia de rezistenta (3.116) este de gradul trei. Pentru a evita rezolvarea
acestei ecuatii se procedeaza astfel:

— se face o pre-dimensionare a sectiunii spirei numai la torsiune folosind
relatia (3.104) si se alege o dimensiune putin mai mare;

— folosind dimensiunile adoptate, se verifica in mod obligatoriu conditia de
rezistenta (3.116).

3.5.6.2. Calculul sagetii resortului

Se considera un element de spira de lungime ds la distanta s fatd de unul din
capetele arcului nedeformat. Cele doua axe z si z', din planele sectiunilor drepte ce
delimiteaza elementul de spird de lungime ds, intersecteaza axa arcului in punctele
D, respectiv D', situate la departarea X, respectiv X + dX de capatul arcului fatd de
care s-a masurat distanta s (fig. 3.106, a).

Dupa deformare, punctul D se deplaseaza pe axa arcului cu u, iar punctul D’
cu u + du (fig. 3.106, b). Deplasarea elementard du este consecinta deformarii
elementului de spird de lungime ds ca urmare a torsiunii, adica a rotirii elementare

o . d . e
a celor doua sectiuni ale sale cu unghiul do = E(pds (cu neglijarea unor cantitati

elementare de ordin superior)(fig. 3.106, b). Din figura rezulta:

du=R-@-ds,
ds
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Fig. 3.106.

. — d . .
Daca se neglijeaza efectul fortei tdietoare, E(P este rasucirea specificd care,
conform cu (3.109), are expresia:
dp M, FR
ds GI, GI,~

In concluzie, inlocuind expresia radsucirii specifice in cea a deplasarii du,
rezulta:
_FR’

du =
Gl,

ds,

sau, dupa integrare intre capetele resortului:

FR’
V=u, —i, :GTSH

P

unde s;_; este lungimea totala a axei spirei arcului, egald cu de » ori lungimea unei
spire a elicei. In cazul arcurilor elicoidale la care o < 12° pasul este mic, se poate
aproxima lungimea unei spire cu circumferinta cercului de infasurare si deci
s1-2 = 2nRn. Inlocuind in expresia sagetii resortului se obtine:

_ 2nFR’

= . 3.117
V=g " (3.117)
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In cazul arcului cu spira cu sectiune circulard, unde 7, = nd'/32, sigeata este:

_64FR’

o (3.118)

Intre intensitatea fortei F cu care arcul este solicitat si deplasarea elastica v
(sageata arcului), exista relatia:

F=hv, (3.119)

unde k£ este constanta elasticd a arcului si are ca unitdti de masurd N/m.

3.5.6.3. Sisteme static nedeterminate cu arcuri

Doua arcuri elicoidale, cu dimensiunile geometrice cunoscute, se asambleaza
ca in figura 3.107, a si sunt solicitate de o fortd F.

Se noteaza cu F) forta preluatd de arcul /, a carui constanta elastica este &, si
cu F, forta preluata de arcul 2 a cérui constanta elastica este k.

Pentru determinarea fortelor F si F>, se studiaza
mai intai aspectul static al problemei. Pentru acesta
se izoleaza nodul B, prin sectionarea arcurilor, §i se
obtine sistemul de forte din figura 3.107, b. Din
echilibrul acestuia rezulta:

Fi+F,=F. (a)

F,

—

Fy

Se constatd cd sistemul este o datd static
nedeterminat. Pentru rezolvarea lui se apeleazd la
aspectul geometric al problemei si se constatd ca,
intrucat punctul B este comun ambelor arcuri, exista
relatia de compatibilitate:

a) b)

VE=VI =V, . (b) Fig. 3.107.
Deoarece sagetile v; si respectiv v, nu sunt cunoscute, se folosesc relatiile
(3.118) si (3.119) — care exprima aspectul fizic al problemei — obtindndu-se o a
doua ecuatie:
F _F

Paays (©)

Rezolvand acum sistemul format din ecuatiile (a) si (c) se determina cele doua
forte:
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(d)

Se constatd ca forta F' se distribuie celor doud arcuri proportional cu
coeficientii de rigiditate.

Observatie. Pentru ca un sistem static nedeterminat cu arcuri s fie proiectat
rational, este necesar ca toate arcurile care il alcatuiesc sd indeplineasca conditia
de rezistentd la limitd, adica arcurile sa fie toate solicitate la capacitatea lor
portantd. Pentru aceasta, arcurile trebuie executate cu lungimi diferite, din care
cauza la montaj vor apdrea tensiuni inifiale. Astfel, daca arcul 2 din figura 3.107,
a este mai scurt cu A decat arcul / atunci, aspectul geometric al problemei dat de
egalitatea (b) devine:

vi=wv—A. (e)

Aceasta egalitate Impreuna cu relatiile (a) si (c) permit determinarea lui F si F:

F=F ky -A kiky ; F,=F k, +A kiky . ®
k, +k, k +k, k +k, k, +k,

Prin egalarea cu eforturile capabile deduse din formula (3.116), se ajunge la un
sistem de ecuatii din care se determina valoarea optima a lui A si valoarea maxima
a fortei F' pe care o poate suporta sistemul de arcuri.

Probleme rezolvate

P.3.58. Bara ABCE din figura 3.108, a este actionata de cuplurile concentrate in B, C si E, ce
au acelasi brat, b = 0,3 m, iar intensitatea fortei = 13 kN. Stiind ca t, = 60 N/mm? si cd rasucirea
specificd admisibild (de/dx) = (1/4) °/m sda se dimensioneze bara si sa se adopte varianta
economica Intre cazul in care sectiunea este circulard plina si cazul In care sectiunea este inelard cu
d/D = 0,7 (fig. 3.108, c).

Daci se reduc cuplurile de forte in axa barei si se considerd S = Fb se traseazi diagrama
momentului de torsiune din figura 3.108, b. Se mentioneaza cé reprezentarea se face cu momentul
M, pozitiv deasupra axei barei (ca la forta taietoare).

Se constati ci intervalul cel mai solicitat este BC pe care M, =3 =3-13-0,3 = 11,7 kNm.

Pentru dimensionare se foloseste relatia (3.104) si se calculeazd mai intdi modulul de
rezistenta necesar la torsiune:

max
x

nec _|
Wy =
T

a

6
=&=1,95-105mm3.
60

Pentru sectiunea circulara:
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F, /2
}17 4F 4‘22: o o
A. .ji;"B C 4'4---N3E x
4F
g F a)

a e a o 15a

M

@ : [ 5

3

Fig. 3.108.

_ D3 / . .10°
W;lm _ Tc161 — 1’95.105 :Dl =3 w =99,77 mm.
T

Se adopta D; = 100 mm si se face verificarea cu conditia de rezistenta (3.101):

max
|Mx

o _11,7-10°
"™ we w1000
16
Se face verificarea conditiei de rigiditate cu relatia (3.114):

M;nax . 6
[%Pj B | G) - 101004 =1,47-107° rad/mm >
max P 8,1104 . T

32

=59,58 N/mm? < 1, = 60 N/mm>.

> do :1~L-L:4,36~10'6rad/mm.
dx/, 4 180 1000

Deoarece conditia de rigiditate nu este indeplinita dimensionarea se face prin transformarea
relatiei (3.114) in formula de dimensionare:

M?ax . 6
e | ’ - 11’7 10 —=3,31-10" mm".
o do (8,1-10%)(4,36-10°°)
dx a

Din egalitatea:
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D ] 107
331107 =T = D, = #w ~135,5 mm.
T

Procedéand analog pentru sectiunea inelara se obtine:

3 4 3 5
W - 1—[1) = (12074 =19510°=> D = 5 m =109,33 mm.
16 D 16 n(1-0,7%)

Se adopta D =110 mm si d = 77 mm si se face verificarea conditiei de rezistenta:

6
= 1.,7-10 = =589 N/mm? < 1,
e 110°), (77
16 110
Se verifica si conditia de rigiditate:
M)l:’lax . 6
(%’j | - 1,7-10 — = 13210 " rad/mm > (%’)
ax . 4 a
ma p 8,1-104-71: 110 - 7
32 110

si se constatd cd nu este indeplinita, fapt pentru care se dimensioneazd bara din conditia de
deformatie impusa:

4 4
331.10" = 22 |:1—[£j =

32-3,31-107

=145, mm.
32 110

In final se adopta D = 146 mm si d = 102 mm.

Pentru adoptarea variantei economice se calculeazd consumul de material pentru cele doua
tipuri de sectiune:

— bara cu sectiune circulara plina:

2
3,50 = % -3,5-400 = 0,0201 m’;

v = nD;}

— bara cu sectiune inelara:

2 2 2 2
y o7 (4] | 35e = =461 (1920 55 400 = 0,012 m,
4 D 4 146

Se constata cd varianta cu sectiune inelard este mai convenabild, economia de material fiind de:

o2 imV _0,0201-0,012

100 = 40,3 %.
v, 0,0201
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P.3.59. O bari cu sectiune inelard, cu lungimea / = 1,3 m, transmite un moment de torsiune M,
= 430 Nm. Risucirea relativd a celor doud capete ale barei nu trebuie sd depaseasca 2,5°.
Cunoscand rezistenta materialului barei la torsiune 7, = 60 N/mm?” si modulul siu de elasticitate
transversal G = 8,1-10* N/mm?, si se determine diametrul interior si exterior al barei.

Din conditia de dimensionare la torsiune (3.104) rezulta:

-10° m L t-dt
BOA0_yam _ Ly D" =dT) 2
60 " 32

max

W = D* —d* =36499,53D.

Rotirea relativa a celor doud capete ale barei se calculeaza cu relatia (3.111):

M, -1 (430-10°)(1,3-10°)  70295,4 ;

(PI—Z = ; = 4 4
GI, (8,07~104)3£2(D4—d4) D" —-d

ad.

Aceasta valoare nu trebuie sa depaseasca valoarea impusa:
T
Qe = 2,5 —— =0,04363 rad.
180

Egaland cele doua valori rezulta:
D*—d* =1,61117-10°.
Rezolvand sistemul de doud ecuatii in care necunoscutele sunt D si d se obtine:

36499,53D = 1,61117-10° sau D = 44,14 mm.

inlocuind intr-una din cele doui ecuatii se obtine d =38,45 mm. In final se adoptd D = 44,2 mm
sid=384 mm.

P.3.60. Un arbore de transmisie are turatia n = 340 rot/min. El primeste prin intermediul rotii
2 o putere P, = 95 kW si pune in miscare masgini de lucru care consuma prin intermediul rotilor /
si 4 puteri egale P, = P, = 30 kW, iar prin intermediul rotii 3 puterea P; = 35 kW. Forma
constructivd a arborelui prevede rotile asezate langa lagare (fig. 3.109, @) pentru a nu solicita
arborele si la incovoiere. Sa se calculeze diametrul sectiunii circulare pline a arborelui daca

1, = 60 N/mm’ si (il—;)fj = 0,3%11$i lungimea [ intre rotile / si 2 astfel ca rotirea relativa @4 s3

fie nuld (G = 8,1-10* N/mm?).

Se considerd momentul motor M, , pozitiv (In lungul axei x). Cu formula (3.105) se determina
momentele de torsiune pe fiecare roata:
;5 30
M., =M_,=95510" - —— =842,65 Nm;
: - 340

M, =955-10° -=> — 983,09 Nm;
’ 340

M_, =955-10° RELR 2668,38 Nm.
’ 340
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M, >
w, R— NN - 0
il M M:T
) ,03m | 03m
1825,64 Nm " 842,65 Nm
) [ 0
=
842,65 Nm
Fig. 3.109.

Cu ajutorul acestor valori s-a trasat diagrama M, din figura 3.109, b.

Dimensionarea se va face pe fiecare tronson pentru a obtine o forma economica a arborelui.
Deoarece pe intervalele / - 2 si 3 - 4 momentul de torsiune este acelasi M, = 842,65 Nm, cu
formula (3.104) se obtine:
nD’

=1,4044-10* =™ = )
16

_ 842,65-10°

nec
Wl’

Rezulta:

3
p- |16:14044-10° o)
T

Se adopta D;_, = D3 4 =42 mm si se determind tensiunea maxima efectiva pentru verificare:

g 842,65-10°
max A3

Tc.
16

=579 N/mm” < 1,

Deoarece conditia de rigiditate (3.114)

3
(d_q)j = (d_(pj = %104 =34,05-10"° rad/mm >
dx 1-2 3-4 (81-104) n-42
’ 32

~[de :(),3-i-—1 =5,24-10"° rad/mm
dx ). 180 1000
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nu este indeplinita, se dimensioneaza din conditia de deformatie impusa:

3 4
I;ec — 8442,65 10 — _ 1,9853106 — TCD
(8,1-10*)(5,24-10°°) 32

= D=67,06 mm.

Se adoptd Dy, = D; 4= 68 mm.
Pentru intervalul 2-3 din conditia de rezistenta rezulta:

3
D:3/16 1825,74-10 — 53,70 mm.
T

Se adopta D, ; = 54 mm care verifica conditia de rezistenta:
s 182574-10°
max T
16
Deoarece deformatia maxima relativa pe acest interval:

3
(d_(pj = L‘HOA‘ =27-10"%rad/mm > (%’) =5,24-10"° rad/mm,
4 (8,1.10“)(”'54 J “

=59 N/mm? < 1, = 60 N/mm’.

32
se face redimensionarea din conditia de deformatie impusa

3 4
pree - 182574°10° 45515400 :%:Dz 81,35 mm.

P (8,1-10%)(5,24-107%)

Se adopta D, ; = 82 mm.
Rotirea relativa intre rotile / si 4 se determina cu relatia (3.112):

1 l:_ Miizllfz MleH " Mj741374 }

Qs =7 -2 23 34
It I L

G

n-68*

4
%: 4,4387-10° mm®.

in care 111;2 = 1137’4 = =2,099-10° mm* si I§’3 =
Punand conditia ca ¢4 = 0 se obtine:

 842,65-10° -1 N 1825,74-10° -300 N 842,65-10° -300 _
2,099-10° 4,4387-10° 2,099-10°

din care rezulta / = 607 mm.

P.3.61. Un arbore cu diametrul D = 82 mm transmite miscarea la un alt arbore prin
intermediul unui angrenaj cilindric. Roata dintatd este montata pe arbore prin intermediul unei
pene paralele ce are dimensiunile precizate in figura 3.110. Stiind ca arborele are o turatie
n = 200 rot/min si otelul din care este confectionat are rezistenta admisibild t, = 40 N/mm?, iar
materialul penei t, = 60 N/mm?’ si se determine: a) momentul de torsiune capabil al arborelui;
b) momentul de torsiune maxim pe care pana poate sa-l transmitd; c) puterea pe care o poate
transmite asamblarea.
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K

I

S S o !

N

90—

Tl

Fig. 3.110.

Daca se neglijeazd sldbirea sectiunii arborelui provenitd de la canalul de pana atunci arborele
poate prelua urmatorul efort capabil:

3 3
M;‘ap :THW;f -1 .TCD —40- m-82

e =4,33-10° Nmm = 4,33 kNm. (a)

Pana este supusa la forfecare si:
T*"=4,-t,=22-90-60= 118,8-10° N =118,8 kN.
Daca se reduce aceasta forta in axul arborelui se obtine un moment de torsiune egal cu:

Mm.o=1. 211889982 _ 4 q71Nm (b)
: 2 2

Pana este solicitata si la strivire, 7°” producand pe suprafata de contact o tensiune normala
egala cu:

T 1188-10°

sir =220N/mm2 < 6" =20, = 2(2t,) = 4-60 = 240 N/mm".
4 6-90

()

str

Momentul de torsiune pe care il poate transmite asamblarea este momentul minim dintre

M {* calculat cu relatia (a) si M, calculat cu relatia (b): M _ . =4,33 kNm. in consecintd puterea

pe care o poate transmite asamblarea este:
M, . n 433107200

P= = - =90,68kW.
9,55-10 9,55-10

P.3.62. Bara din figura 3.111, a are sectiunea inelari (@/D = 0,7). Cunoscand A7 = 2,5 kNm,

1, = 60 N/mm?%, G = 8,1 -10* N/mm?, si se dimensioneze bara si s se calculeze rotirea sectiunilor
CsiE(a=0,4m)

Se constata ca sistemul este static nedeterminat la torsiune, bara ACEB fiind incastratd la ambele
capete. Se suprima incastrarea la torsiune din A4 si se obtine forma de baza din figura 3.111, b.

Se incarcd forma de baza cu cuplurile 277 si S si se traseaza diagrama M ! (fig. 3.111, c), apoi se

164



SOLICITARI SIMPLE

incarca forma de baza cu momentul de torsiune necunoscut M, 4 si se traseaza diagrama m, 4 (fig. 3.111, d).

278, poua
A C E B
_ 2a | Sa e 3a R
Mg, 2 s b)
A C E B
2
# 'IIIIIIIIIIIIIITI%‘
. <)
A C2ar ar E B
Mala c : sk
ey
M.,
0.7,
@ A : )33 &
C E@LLLL[—JJJJJJLLLLL
i 13 03
Fig. 3.111.

Sistemul static determinat (forma de baza) din figura 3.111, b, solicitat atat de cuplurile
exterioare cat si de momentul axial M, 4, trebuie sa se comporte identic cu sistemul real din figura
3.111, a. In consecinta:

oY +9, =0, (a)
in care:
B 0
M dx 1 13Ma
0l gl = [ (OM 50+ M-3a)=— , b
Py=0p =Py J;G]p GI,,( ) Glp (b)

este rotirea la torsiune a sectiunii 4 produsi de cuplurile exterioare (¢ =0, in B bara este
incastratd);

' ’ ' jimx,Adx IOMx 44
Ci=0p —0, =~ = ’
Gl, GI

A

(©)

P
este rotirea la torsiune a sectiunii 4 produsd de M, 4 (¢, =0, in B bara este incastrata).
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Se introduce (b) si (c) 1n (a) si se rezolva ecuatia obtinuta> Rezulta:
M, ,=13M,

ceea ce dovedeste ca momentul M, 4 are sensul ales initial.
Cunoscand valoarea reald a momentului din sectiunea A4, se incarca forma de baza cu cuplurile
exterioare §i cu M, ,=1 357IZ° si se traseaza dlagrama momentului de torsiune M,, pe sistemul real.

Momentul maxim are valoarea M ™ =-13M =-13-2,5=-325kNm. Aplicand (3.104) se
obtine:

max

M’ 106 ) 3 4
e 32510 = 5417-10* =pém =N (4]
? T 60 ’ 16 D

a

Avand in vedere ca d/D = 0,7, rezulta: D = 71,33 mm. Se adoptd D =72 mm si d = 50 mm.
Se face verificarea conditiei de rezistenta:

o 3,25-10°
Tfnax = 4
n-72° R
16 72

Cu relatia (3.111) se determina rotirile:

=57,78 N/mm’< t,.

CM.dx 13M -2a 2,6Ma
Pe =0, = _.[ = =

= Qp == =-4,135-10""rad,
Y GI, GI, GI

p

deoarece ¢, = 0.

de 0,3M -3a 0,9Ma
e e

L= = _1,431-107 rad,
®e =6

P

deoarece @z = 0.

P.3.63. Sa se dimensioneze arcul unei supape de sigurantd (fig. 3.112) si sa se determine
sdgeata cu care el trebuie montat astfel ca supapa sd se deschida cand presiunea fluidului din
recipient este p = 2,5 N/mm’. Se cunosc: raza de infasurare a arcului R = 30 mm, numdrul de spire

= 8, modulul de elasticitate transversal G = 8,3-10* N/mm’, diametrul scaunului supapei
D, =40 mm, rezistenta admisibila a materialului t, = 320 N/mm>.
Forta care solicitd arcul este:
nD? n-40°

F=p— =25 =""—=31415N.

Folosind relatia (3.104) se face o predimensionare a spirei arcului la torsiune:

3
e JFR 3141930 0 _[16-29452 144 mm
’ T 320 ’ 16 n

a

166



SOLICITARI SIMPLE

Se adoptd d = 12 mm si se face verificarea conditiei

de rezistenta cu relatia (3.116): R
max 3141’5—930 1+l£ :314,8N/mm2 @
n-12° 330
16 W @
Se constatd ¢a Tyay < T, = 320 N/mm?. ¥
Pentru ca supapa sia se deschidd la presiunea Al ;
p =25 N/mm?®, arcul trebuie si aiba la montaj sigeata: E Wﬁ //7{7\-/‘1 S|
=l
64 -(3141,59)(30°)(8
v= J0)E) _ 25,2 mm Fig. 3.112.

(8,3-10*)(12%)
calculata cu relatia (3.118).

P.3.64. Grinda BCDE din figura 3.113, a este nedeformabila (are rigiditate infinitd), iar cele
doud arcuri au urmatoarele caracteristici: R; = 50 mm, d; = 25 mm, n; = 11 spire, respectiv
R, = 60 mm, d, = 20 mm, n, = 14 spire. Stiind ca cele doua arcuri sunt confectionate din acelasi
material cu t, = 300 N/mmz, G = 8,1-104 N/mm? si se determine forta maxima Fy,,, pe care
sistemul o poate suporta si conditiile ce trebuie impuse ca sistemul sa fie economic.

Pentru determinarea lui F,,,x este necesar ca mai intdi sa se determine fortele ', respectiv F,

o

oy
U
F F F
E'
C D
- E
B B C D H—> E
B’ - C' . D
+= 2 Vo F,
< 2a e 3a 2a R o 2a 3a S 2a
a) b)
Fig. 3.113.

care solicita cele doud arcuri. Pentru aceasta se izoleaza grinda BCDE si se introduc fortele F si
F,, precum si fortele de legatura din articulatia D (fig. 3.113, b). Din ecuatia de moment fata de
punctul D, care reprezinta aspectul static al problemei, rezulta:

3F, +2F,=5F (a)

Se constata ca sistemul este o data static nedeterminat (o ecuatie cu doua necunoscute). Din
aceastd cauzd se apeleaza la aspectul geometric. Astfel, deoarece bara BE are rigiditatea infinita,
sub actiunea fortei F si a celor de legaturd, ea se roteste in jurul articulatiei D. Deoarece
deformatiile sunt mici se poate considera ca punctele B, C si E se deplaseazi pe verticala (fig.
3.113, a).
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Din asemanarea triunghiurilor DCC' si DEE' se deduce:

_CC'—S_a—E—V_‘ (b)
EE' 2a 2 v, '

deoarece CC' = vy, iar EE' = v,.
In baza relatiei (3.119) F) = kv, si F, = kyv, care introduse in (b) formeazd impreund cu
ecuatia (a) sistemul:

3F, +2F, =5F
H k3 ©
k, F, 2

Din rezolvarea acestuia se obtine:

0k

5F 3k F

F=— P
3+—-2% 3+—-2%
3k 3k
Deoarece:
4 3 4 3
by _(dy)| m (R _(20 ﬂ(ﬂ =0,1862
k \d ) n \R, 25) 14 (60
rezulta: F,=1,539F; F,=0,191F. (d)

Folosind relatia (3.115) se determina eforturile capabile pentru cele doud arcuri:

7-25°-300 7-20% -300

— e T ISTIN, B = —— =
16-50-| 1+-=> 16-60-| 1+~
[ 350) ( 360)

Din conditia F} < F"”< 1,539F < 15778,1 se obtine F’ = 102522 N, iar din conditia
F, <F;?< 0,191F £ 7068,6 se obtine "= 37008,4 N. Forta maximé pe care o poate suporta

sistemul analizat este Fi,x = min[F% F”] = 10252 N.

Daca sistemul se solicitd cu Fy,x = 10252 N in arcul / tensiunea maxima va fi T,y | = T, =
300 N/mm?, pe cand in arcul 2, Ty, » = 83,1 N/mm? << t,. Pentru ca arcurile si fie solicitate la
capacitatea lor portantd, arcul 2 se realizeaza mai scurt cu A mm. In felul acesta, la montaj, arcul /

Ff = = 7068,6 N.

este solicitat la compresiune de o forta F"*", iar arcul doi la intindere de o forta F,"" . Dupd
solicitarea sistemului cu forta F cele doud arcuri sunt solicitate de fortele F, = F, —F"",

respectiv F, = F, + F,""" . Pentru determinarea lui A si a fortei maxime F,  se procedeazi

similar, folosind cele trei aspecte ale problemei:
- aspectul static

3F, +2F, =5F;
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- aspectul geoemetric

CC 20N oy —3v-3a;

EE' 2a v, -A

- aspectul fizic
F =kyv, ; F, =kyv,.

Combinand cele trei aspecte rezulta:

10k,

. 2k,A X
342 342 3+4--2 34+--2%
k, 3k, k, 3k,

Din conditiile la limita:
F =F"
F, = F*
se obtine sistemul:
1,539F —41,23A =157781
0,191F + 61,85A = 7068,6

o =12296,6 N si A =76,3 mm.
Se constata ca, pe langd faptul ci arcurile sunt solicitate la capacitatea lor portanta, sistemul
suporta o incdrcare mai mare cu 16%.

. .
care, prin rezolvare, conduce la: F,

Probleme suplimentare

P.3.65. Consola din figura 3.114 de sectiune circulara este actionatd de doud cupluri. Cunoscand
forta F'= 8 kN, bratul b =0,4 m, a = 0,5 m, t, = 60 N/mm?, (de/dx), = 0,3 °/m sa se dimensioneze
tronsoanele consolei si sa se calculeze rotirile din sectiunile 4 si B (G = 8,1-10* N/mm?).

3F O @7 G)
17./a g CR
Sz = =
IF
2l 28 +
_ 040im  |025m
Fig. 3.114. Fig. 3.114.
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P.3.66. Roata 2 a arborelui din figura 3.115 primeste o putere P = 70 kW si o transmite mai
departe astfel, 40% din P prin roata / si 60% din P prin roata 3. Cunoscand turatia arborelui
n = 240 rot/min, (dg/dx), = (1/4) °/m si 1, = 60 N/mm’ si se dimensioneze arborele stiind ci are
sectiune inelard (d@/D = 0,7) si si se calculeze rotirea relativa intre rotile / si 3 (G = 8,1-10* N/mm?).

3 33 27 I

Fig. 3.116.

P.3.67. Bara dublu Incastratd din figura 3.116 are sectiune circulard d = 64 mm. Stiind ca
a= 0,4 m, (dg/dx), = (1/4) °/m si 1, = 60 N/mm” si se determine valoarea lui 7 (G = 8,1-10* N/mm?).

<

2a a

x
C D
: { i Jo
» 3a

A4
A
v

>

Fig. 3.117.

P.3.68. in sistemul din figura 3.117 bara BCDE are rigiditate infinita si este articulatd in B.
Arcul /, la montaj, este mai scurt cu A = 35 mm. Stiind ca arcul / are R; = 40 mm, d; = 18 mm,
ny = 12 spire, iar arcul 2 are R, = 60 mm, d, = 20 mm, ny= 10 spire sa se determine: a) eforturile in
arcuri din montaj; b) rotirea barei BE dupa montaj; c) forta F,,, pe care o suportd sistemul dupa
montaj (t, = 300 N/mm?, G = 8,1-10* N/mm?).
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4. NOTIUNI DE TEORIA ELASTICITATII

4.1. ECUATIILE DE ECHILIBRU

S-a aratat 1n capitolul 1.5 ca, sub actiunea fortelor exterioare efectiv aplicate
asupra unui corp $i a miscdrii acestuia, in interiorul sdu se dezvoltd o stare de
tensiuni care este complet definitd dacd se cunosc componentele tensorului
tensiunilor T, (vezi relatia (1.3)) Intr-un punct P din interiorul corpului. Aceste
tensiuni nu au aceeasi valoare in fiecare punct decét in cazul unei stiri omogene
de tensiuni.

Considerand ca tensiunile variaza de la un punct la altul, atunci, daca pe una
din fetele unui element de volum dV = dxdydz, izolat din corp, de exemplu fata cu
normala x, actioneazd tensiunile o, T, T.. (fig. 4.1), pe fata opusa actioneaza
aceleasi tensiuni plus cresterile respective datorate cresterii lui x cu dx, adica

0G ot
tdx, T, +——dx, T+

ox Ox ox
pe fetele cu normala y, respectiv z.

Tensiunile dau nastere unor forte care au directia tensiunii respective si
marimea egald cu produsul dintre valoarea tensiunii §i suprafata pe care
actioneazd. Neludnd in considerare fortele masice, sistemul de forte care se
dezvoltd pe cele sase fete ale elementului de volum considerat trebuie sa fie in
echilibru. Scriind ecuatia de proiectie pe axa Px se obtine

aT Xz

c, + dx . In mod analog se stabilesc tensiunile si

oo o,
o, +—=dx|-dy-dz—-o, -dy-dz+| 1 +—=dy |-dx-dz—
T ] oy

ot

—ryx~dx'dz+(rzx +—= dzj‘dx'dy—rzx‘d)vdyzo,

z

din care rezultd urmatoare ecuatie diferentiala:
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STATICA PUNCTULUI MATERIAL

2. STATICA PUNCTULUI MATERIAL

2.1. PUNCTUL MATERIAL LIBER

Un punct material este considerat liber atunci cand poate ocupa orice
pozitie in spatiu, nestingherit din punct de vedere geometric de alt corp.

Din punct de vedere matematic coordonatele punctului P, (x, y, z) pot
varia independent intre ele.

Asadar punctul material liber are trei
grade de libertate materializate prin cei
trei parametri (coordonatele scalare x, y,
z). Pozitia punctului material este definita
de vectorul de pozitie T :

r :xf+y]+zlz 2.1

in care i, J, k reprezintd versorii axelor

sistemului de referintd Oxyz (fig. 2.1).
Se poate observa ca in cazul punctului Fig. 2.1.

material, fortele care actioneaza asupra

lui sunt, din punct de vedere matematic, vectori legati de acest punct.

Rezulta ca fortele care actioneaza asupra punctului material sunt forte

concurente.

2.1.1. Transformarea sistemelor de forte concurente

Deoarece sistemele de forte ce actioneazda asupra unui punct material
sunt sisteme de forte concurente, transformarea lor in sisteme de forte
echivalente simple se face utilizdnd principiul paralelogramului. In baza

acestui principiu, efectul mecanic a doua forte (F;, F,) ce actioneaza asupra
unui punct material P este acelasi cu efectul unei singure forte, egala cu

7
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rezultanta vectoriali R=F +F,, a acestora, avind marimea si directia

diagonalei mari a paralelogramului construit cu cele doua forte ca laturi (fig.
2.2). Marimea fortei rezultante se determina cu relatia:

R=F}? + F} +2FF, cos(F,,F,) , (2.2)
iar directia ei poate fi dedusa din egalitatile:

E _ F2 _ RI
sin®R,F,) sin(R,F) sin(F,Fy)

(2.3)

Rezulta ca orice sistem de forte ce actioneaza asupra unui punct material
poate fi transformat, din aproape 1n aproape, intr-o fortd echivalenta.

Metoda paralelogramului, extinsa 1n metoda poligonului fortelor
(fig. 2.3), este o metoda greoaie, mai ales in cazul in care sistemele de forte

contin foarte multe forte. Din aceastd cauza, pentru calculul rezultantei R
se utilizeaza metoda analitica. Astfel:

_ _ . _an
R=DF =i R+ Fy+k 2 F. (2.4)

Ml

Fig. 2.2. Fig.2.3.

F.

in care F,, F,, F, reprezintd proiectiile fortei F pe axele sistemului de

x>

referinta Oxyz, iar n numarul fortelor aplicate punctului P.
Daca se noteaza:

R=iXx+jr+kZz, (2.5)

unde X, Y, Z reprezinta proiectiile vectorului R pe axele sistemului de

8
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referinta Oxyz, atunci componentele vectorului rezultant sunt:

X:ZEhY:ZEwZ:iﬁ. (2.6)

i=1 i=1 =1

In consecinta, orice sistem de forte care actioneaza asupra unui punct
matrerial poate fi inlocuit cu o forta, echivalentd din punct de vedere
mecanic, aplicatd punctului material, egala cu rezultanta sistemului de forte:

f:ﬁ:iﬁ. (2.7)

Rezulta ca doua sisteme de forte IEI si IEJ (i=12,..,nj=12,.. m),

aplicate independent asupra unui punct material, sunt echivalente (au acelasi
efect mecanic asupra punctului material) dacad au aceeasi rezultanta:

R=R; (R=)F;R =>F). (2.8)
j=1

i=1

2.1.2. Echilibrul punctului material liber

Punctul material liber este punctul material care poate ocupa orice
pozitie in soatiu.

Problema echilibrului unui punct material liber, actionat de un sistem de
forte, se rezolva folosind principiul inertiei prezentat in paragraful 1.2.

Avand in vedere acest principiu, precum si modalitatile de determinare a
rezultantei unui sistem de forte aplicat asupra unui punct material, se poate
enunta urmatorul adevar: conditia necesara si suficientd ca un punct material
liber aflat initial in repaus fata de un sistem de referinta dat sd ramana in
aceeasi stare si dupa ce i se aplica un sistem de forte (adica sa ramana in
echilibru sub actiunea sistemului de forte dat) este ca rezultanta vectoriala a
sistemului de forte sa fie nula. Aceasta conditie se exprima vectorial astfel:

R = i‘i =0, (2.9)

1ar scalar:
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n n
X=ZFiX=O;Y=ZFiy=O;Z=ZFiZ =0. (2.10)
i=1 i=1 i=1

Daca toate fortele ce alcdtuiesc sistemul de forte au suporturile
coplanare atunci conditia (2.10) fata de un sistem de referintda convenabil
ales (de exemplu planul Oxy sa coincida cu planul fortelor) se reduce la:

n

X=YFy=0:Y=>F,=0. (2.11)

i=1 i=1

Avand in vedere faptul ca fortele ce actioneaza asupra punctului
material sunt vectori legati, ele depinzand, in general de pozitia punctului
material, conditiile scalare (2.10) si (2.11) devin in orice problema de statica
punctului material liber, trei ecuatii de proiectie (2.10), respectiv doua
ecuatii de proiectie (2.11), adica devin ecuatii de echilibru.

Necunoscutele ce intervin in aceste ecuatii pot fi de natura geometrica
si/sau fizica.

Necunoscutele geometrice sunt cele legate de pozitia de echilibru a
punctului material fatd de un sistem de referintd (coordonatele punctului
material in sistemul de referinta ales), cele de naturd fizica sunt legate de
sistemul de forte ce actioneazd asupra punctului material (intensitatea
fortelor). Din aceste motive, problema echilibrului punctului material
imbraca diferite forme. Astfel:

a) daca sistemul de forte ce actioneaza asupra punctului material este
complet definit, atunci ca necunoscute in ecuatiile (2.8), respectiv (2.9) apar
parametrii (coordonatele) ce determind pozitia de echilibru a punctului
material (problema directd);

b) daca pozitia de echilibru a punctului material este cunoscutd, se
impune determinarea intensitatii fortelor care actioneaza asupra lui pentru
ca el sa ramana 1n pozitia precizata (problema indirectd).

c¢) daca nu se cunoaste pozitia de echilibru si nici sistemul de forte ce
actioneaza asupra punctului material nu este complet definit atunci
problema imbraca aspectul mixt, fiind necesar sa se determine atat pozitia de
echilibru prin parametrii respectivi, cat si o parte din forte, cele
necunoscute.

Se poate constata cu usurintda cd problema directa are solutie daca
sistemul de ecuatii este compatibil, problema este static determinata; ea nu
are solutie cand sistemul de ecuatii este incompatibil si are o infinitate de
solutii cand sistemul de ecuatii este nedeterminat.

Problema indirecta este, In general, static nedeterminata.

10
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2.2, PUNCTUL MATERIAL LEGAT

Atunci cand, din anumite motive, miscarea unui punct material este
stnjenita (restransd), el fiind obligat s ramana tot timpul fie pe o suprafata,
fie pe o curba sau intr-o anumitd pozitie in spatiu, spunem ca punctul
material este supus la legaturi.

Din punct de vedere geometric punctul material liber are trei grade de
libertate (v.par. 1.1). Orice legatura aplicata punctului material ii micsoreaza
numarul gradelor de libertate.

Astfel un punct material obligat sa ramana pe o suprafata solidar legata
cu reperul de referintd are doua grade de libertate, deoarece intre cei trei
parametrii (x, y, z) care determina pozitia punctului existd o relatie data de
ecuatia ce defineste suprafata in acelasi sistem de referinta:

fix, y,2)=0. (2.12)

Un punct obligat sa ramana pe o curba solidar legata de sistemul de
referinta are un singur grad de libertate deoarece cei trei parametri (x, y, z)
ce definesc pozitia punctului material, trebuie sa satisfaca cele doua ecuatii
ce definesc curba in sistemul de referinta ales:

{f(x,y,z)zo

. (2.13)
9(x,y,2)=0

Un punct obligat sa nu-si schimbe pozitia fata de sistemul de referinta
ales nu mai are nici-un grad de libertate.

Din punct de vedere fizic, se observad ca orice legitura a unui punct
material cu reperul de referinta ales se manifesta ca o actiune din partea
acestuia asupra punctului material, denumita reactiune.

In consecinta, pentru studierea echilibrului punctului material legat, se
aplica principiul fortelor de legdaturd.

In baza acestui principiu, orice legatura (care impune restrictii de natura
geometricd punctului material) poate fi inlocuita prin echivalentul ei
mecanic — prin forte.

Dupa eliminarea legaturii si inlocuirii ei cu forte, numite forte de
legdturd, punctul material poate fi asimilat unui punct material liber, care
insa, ramane cu restrictiile de naturd geometrica impuse de legaturi.

Fie I?I (i=1,2, ..., n) sistemul de forte efectiv aplicate asupra punctului

11
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material si F; (=12, ..., m) sistemul de forte de legatura. Conditia de

echilibru a punctului material (2.9) devine:
R+R =0 (2.14)
in care R =ZFi siR = ZFJ- .
i=1 j=I

Relatia vectoriala (2.14) se transpune in trei ecuatii scalare. Aceste
ecuatii se completeaza cu ecuatiile de natura geometrica (2.12) sau (2.13) in
functie de tipul legaturii pe care o are punctul material.

2.2.1. Punctul material legat de o suprafata

In cazul punctului material legat de o suprafata rezultanta fortelor de
legatura R~ se descompune intr-o forta N dirijatd dupa directia normalei i
la suprafata in punctul P si in forta T ce are suportul cuprins in planul
tangent la suprafata in punctul P (fig. 2.4).

T

kT
FEITFETAIrrr sy

a) b)

Fig. 2.4. Fig. 2.5.

Forta N este numita fortd de legdturd normald sau reactiune normald. Ea
are punctul de aplicatie in P, suportul dirijat dupa normala N la suprafata in
punctul P. Sensul reactiunii normale N este definit in functie de tipul
legaturii pe care o poate avea punctul.

In figura 2.5, a este prezentati o legitura unilaterald a punctului P. In
acest caz forta de legaturd normala N are sensul bine definit, determinat de
sensul posibilitatii de miscare a punctului P dupa directia normalei N la

12
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suprafata. In cazul legaturii bilaterale, figura 2.5, b, sensul lui N se alege
apriori, urmand ca acesta sa rezulte din calcul (prin semnul marimii scalare
a intensitatii reactiunii normale N).

Marimea reactiunii N poate lua orice valoare in mod teoretic (N > 0 in
cazul legaturii unilaterale, N > 0 sau N < 0 in cazul legaturii bilaterale),
deoarece in mecanica teoretica corpurile sunt considerate rigide perfecte.

Forta T, denumita fortd de legdturd tangentiald sau fortd de frecare,
este generata de rezistenta la alunecare a punctului pe suprafata de sprijin,
rezistenta cauzatd de frecare. Are punctul de aplicatie este in P, directia
cuprinsa in planul tangent la suprafatd in punctul P si sensul invers tendintei
de miscare a punctului P pe suprafata.

Experimental s-a constata ca marimea fortei de frecare T nu poate
depasi o valoare limita 7":

T<T' (2.15)
Tot experimental s-a constatat ca:
T'=uN. (2.16)

In relatia (2.16) factorul de proportionalitate | este un coeficient
adimensional, denumit coeficient de frecare la alunecare.

Coulomb a constatat experimental ca acest coeficient p depinde de:

— natura corpurilor in zona de contact;

— gradul de prelucrare a suprafetelor corpurilor in zona de contact;

— existenta sau lipsa unui material interpus intre cele doud corpuri;
si nu depinde de:

— marimea suprafetelor de contact;

— viteza relativd a corpurilor.

Aceste observatii sunt cunoscute sub denumirea de legile [ui Coulomb.
Ele au fost insa criticate, Tn special independenta coeficientului u de
marimea fortei de legatura normale si de viteza relativa a celor doua corpuri
care aluneca unul fata de celalalt.

Cercetari ulterioare au demonstrat ca pentru valori foarte mari ale
reactiunii normale N, p nu mai este constant ci creste foarte lent cu N. De
asemenea, Galton a demonstrat ca p depinde de viteza relativé a celor doud
corpuri, valoarea lui scdzand sensibil cu cresterea vitezei relative. In aceasta
situatie coeficientul de frecare corespunzitor vitezei v = 0 se numeste
coeficient de aderentd.

Coeficentul de frecare p mai depinde de temperatura corpurilor in
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contact si de timpul cat au stat corpurile in contact.

Cu toate acestea, legile frecarii raméan valabile in cadrul valorilor pe care
le-a experimentat Coulomb.

Coeficientul de frecare p se determina experimental cu ajutorul unui
aparat numit tribometru. Un exemplu de tribometru este reprezentat de un
plan inclinat ce poate sa-si modifice ungiul de inclinare o (fig. 2.6).

Se constata cé pentru valori ale unghiului o cuprinse intre 0 si o valoare
limita, punctul material raméne in repaus. Acesta se explicd prin faptul ca
rezultanta fortelor de legaturaR face echilibrul greutatii G .

Fie ¢ valoarea unghiului o la care miscarea punctului material incepe sa
se produca. Deci pentru o < ¢ punctul material ramane in repaus, iar pentru

o, > ¢ punctul material incepe sa lunece.
Se poate constata ca:

T
teo = — 2.17
g0 = (2.17)

si daca avem in vedere relatia (2.16) rezulta:

tgp = . (2.15)

Fig. 2.6. Fig. 2.7.

Din cele prezentate se observa ca in cazul punctului material legat de o
suprafata, conditia de echilibru este indeplinitd dacéd rezultanta fortelor de
legatura R face echilibrul rezultantei fortelor efectiv aplicate R . Daca se
tine seama de relatia (2.18), pentru ca echilibrul unui punct material sa
subziste, intr-o anumita pozitie pe o suprafata, trebuie ca directia rezultantei
fortelor active R si fie cuprinsa in interiorul unui con circular drept,
denumit con de frecare, cu axa de simetrie dupa directie normalei la

14
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suprafata in pozitia de echilibru si cu unghiul la varf egal cu 2¢ (fig. 2.7).
Situatia limita corespunde cazului cand rezultanta fortelor efectiv aplicate
R are directia unei generatoare a conului (o = ).

Deoarece pe langa necunoscutele principale ale problemei, parametrii x,
y, z ai pozitiei de echilibru, apar si necunoscute secundare — una este
marimea scalara a reactiunii normale N si doud sunt: directia si marimea
fortei de frecare T (in cazul general in spatiu), ecuatiile de echilibru ale
punctului material P legat de o suprafata se scriu astfel:

n
Z EI +N+T =0 (conditia statica)

=1 (2.19)
f(x,y,2)=0 (conditia geometrica)
T <pN (conditia fizica)

In acest caz problema are aspect mixt: se cautd pozitia de echilibru,
precum si intensitatea fortelor de legatura.

Exprimarea analitici a conditiei fizice de echilibru. Consideratiile
geometrice facute anterior permit sa se exprime conditiile de echilibru cu
frecare intr-o forma foarte generala.

Fie ecuatia suprafetei datd de relatia (2.12). Se stie ca gradientul unei
forte:

Vf=gradf=ﬂi‘+ij+ﬂ|2 (2.20)
oX oy 0z

reprezintd un vector care are directia normalei N la suprafata. La echilibru,
unghiul dintre acest vector si rezultatnta fortelor efectiv aplicate R = i X+
j Y+k Z, trebuie si fie mai mic decat unghiul ¢ al conului de frecare.

Din produsul scalar al celor doi vectori:

R -Vf = [R|Vf|cosa (2.21)

rezulta:

COSOL = ——— (2.21")

sau in functie de proiectiile pe axe ale celor doi vectori:
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X ﬂ+Y g+ Zg
cosaL = X % oz > . (2.22)
VX2 4+Y? +Zz\/(afj2 +(afj +(8fj2
OX oy 0z

Dacid masura unghiului dintre vectorul rezultant R si normala la
suprafata, mas £ (R ,Vf ) < /2 = cosa. > 0, iar daca mas £ (R ,Vf) > /2
= cosa < 0.

Din aceasta cauza, in continuare vom considera |cos OL| a carui valoare

este:

X—+Y—+27Z—
OX oy 0z

2 2 2
X?+Y?+2Z? (afj + a +(6fJ
OX oy 0z
Pentru echilibru trebuie ca o < ¢ si deci|cosa| > cosp. Avand in vedere

1
catgp = = cosp =

‘ of _of _of

|COS OL| =

, conditia de echilibru se scrie:

‘X?JrYaerZZf .
X 8y2 i - 22\/ . (2.23)
1+
VX2 +Y2 422 (afj o +(6f} 3
OX oy 0z

Legaturi ideale sunt legaturile pentru care se neglijeaza frecarile, si deci

T = 0, situatie in care suprafata de care este legat punctul material se
numeste suprafata lucie. In acest situatie, din prima ecuatie (2.19) rezulta:

R+N =0 (2.24)

si cum se poate scrie:
N =AVf=»XLgradf, (2.25)
relatia (2.24) devine:
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R +AVf =0. (2.24")

Aceasta ecuatie vectoriala, proiectatd pe axele sistemului de referinta
ales, conduce la urmatoarele ecuatii de echilibru scalare:

X+7Lﬂ=0; Y+}\‘ﬂ=0; Z+kﬂ=0, (2.26)
OX oy oz
care contin patru necunoscute: coordonapele punctului pentru pozitia de
echilibru x, y, z si parametrul A. Pentru rezolvarea sistemului format din cele
trei ecuatii scalare (2.26) se utilizeaza si ecuatia (2.12).

2.2.2. Punctul material legat de o curba

In cazul punctului material legat de o curba rezultanta fortelor de
legitura R poate fi descompusa astfel (fig. 2.8): o forta N (forta de

Fig. 2.8. Fig. 2.9.

legaturd normald sau reactiunea normald) dirijatd dupa directia normalei la
curba in punctul P si forta T (forta de frecare de alunecare) dirijata dupa
directia tangentei la curba in punctul P.

Observatiile cu privire la aceste forte facute in cazul punctului material
legat de o suprafata sunt, in general, valabile si 1n acest caz, cu deosebirile
urmatoare:

a) reactiunea normald N poate avea orice directie in planul normal la
curba in punctul P;

b) forta de frecare de alunecare T are directia tangentei la curba in
punctul P si sensul opus sensului de miscare sau tendintei de miscare. Daca
din datele problemei nu rezulta sensul de miscare, atunci se adoptd un sens
arbitrar, iar pentru sensul contrar este suficient ca in rezultatele finale sa se
schimbe semnul coeficientului de frecare de lunecare .
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In baza acelorasi consideratii geometrice asupra fortelor N si 7 se
poate scrie (fig. 2.8): N = #cosa; T = AR sina, de unde rezulta 7 = Ntga.

In situatia limitd, cdnd frecarea nu mai poate genera o reactiune
tangentiala care sa pastreze echilibrul punctului material, unghiul o atinge
valoarea limitd egald cu valoarea unghiului de frecare ¢: 7' = Ntgo. Pentru
echilibru trebuie indeplinita conditia (2.15) care conduce la o < ¢, dar, in
acest caz unghiul o se masoara fatd de o directie oarecare cuprinsa in planul
normal la curba in punctul P. Din aceasta cauza se considera complementul
acestuia 3 = /2 — a, iar conditia o < @ capata forma: /2 - <o = > n/2
- ¢ (fig. 2.9).

Rezulta ca un punct material poate ramane in echilibru pe o curba, intr-o
anumita pozitie daca directia rezultantei fortelor efectiv aplicate asupra
punctului material R in pozitia de echilibru se géseste in afara unui con
circular drept ce are axa de simetrie identica cu tangenta la curba in punctul

P, semiunghiul la varf § = /2 — @ si care este denumit con de frecare.
In aceasta situatie conditiile de echilibru ale punctului material legat de
o curba aspra se exprima sub forma:
A
D> FR+N+T =0 (conditiastatica)
i=1

< { f(x,y,2)=0 (conditiile geometrice) (2.27)
9(x,y,2)=0
T <puN (conditia fizica)

In sistemul de ecuatii (2.27) apar 6 necunoscute: parametrii x, y, z ce
determind pozitia de echilibru; marimea scalara si directia reactiunii
normale N ; marimea scalara a fortei de frecare 7 . Pentru determinarea
acestor necunoscute avem la dispozitie: 3 ecuatii scalare obtinute din
conditia de natura statica (2.27), 2 ecuatii de natura geometrica si o ecuatie,
la limita, obtinutd din conditia de natura fizica. Rezultd ca problema
echilibrului punctului material legat de curba poate fi rezolvata.

Exprimarea analitica a conditiei fizice de echilibru. O curba poate fi
exprimata prin ecuatiile parametrice:

x=x(0); y=y(1); z=2(2). (2.28)
Vectorul v dirijat in lungul tangentei la curba in punctul P are expresia:
V=Xit+yj+zik
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in care x, Yy, Z reprezintd prima derivatd in raport cu parametrul ¢ a

relatiilor (2.28) (mai tarziu, in cadrul capitolului de cinematica punctului, se
va constata ca vectorul v poartd numele de vitezd, iar parametrul ¢
reprezinta timpul).

Avand in vedere notatia (2.5) se poate scrie:

v XX +yY +12Z
M Jery 2 xiaviez?

cosf} = (2.29)

|| D

Deoarece, pentru echilibru > /2 - ¢, adica |c0sB| <sing conditia de
echilibru este:
XX +yY +2Z| L
\/Xz FY XY 22 1)

(2.30)

Aplicatii

A.2.1. Se considera un punct material de greutate P, actionat printr-un
fir care are la capete greutatile G si Q (fig. 2.10, a). Sa se determine pozitia
de echilibru, precizata de unghiurile o si 3.

¥
i} _
TN\ 0
A x
F
a) b)
Fig.2.10.

Asupra punctului material actioneaza fortele precizate in figura 2.10, b.
Deoarece cele teri forte care actioneaza asupra punctului material formeaza
un sistem de forte coplanar, se pot scrie doud ecuatii de echilibru: ecuatie de
proiectie pe orizontala,

QOsinf — Gsina =0,

si ecuatie de proiectie pe verticala,
Qcosp — Geosa — P =0.
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P —Gcosa
0

Inlocuind expresiile de mai sus in sistemul ecuatiilor de echilibru se
obtin relatiile:

: 5 o G .
Din cele doua ecuatii: sinf} = —sina; cosp =

G* ., P?-2PGcosa +G’cos’a
—2$1n0(.+ > :1
0
2 2 2
G*+ P*—2PGcos o. = Q2:> cosa = u
2PG
2 2 2 2 2 2
COSB=£—Q'—G P Q :cogB:M-
0 0 2PG 2PQ

Deoarece functia trigonometrica a unghiului y trebuie sa indeplineasca
conditia —1 < cosy< 1, pentru ca solutiile prezentate sa aiba sens este
necesar i suficient ca:

G2+P2_Q2§1,_13 P2+Q2—G2£
2PG 2PQ
Inegalitatile se mai pot scrie astfel:

1<

1.

IP-G|<Q<|P+G

P-Q[<G<|P+Q|

9

A.2.2. Un punct material greu de masa m, este asezat pe suprafata
interioara aspra a unei calote sferice de raza R; coeficientul de frecare dintre
punctul material si suprafata sferica este p. Se cere sa se studieze echilibrul
punctului material indicindu-se conditiile de echilibru.

Datorita frecarii, punctul material poate ramane in echilibru si in alta
pozitie decat cea evidentd, din punctul cel mai de jos al calotei sferice
(pozitia de echilibru stabil) (fig. 2.11, a).

a) Pentru a determina pozitiile in care punctul material ramane in
repaus, presupunem ca punctul material se afld intr-o pozitie oarecare
definita de coordonatele: R, a., Y.

Asupra punctului material actioneaza forta efectiv aplicata m g si fortele

de legatura: N — reactiunea normala (al carui sens este dat de caracterul

unilateral al legaturii) si T — forta de frecare (dupa o directie oarecare
continuta in planul tangent la sferd in punctul P).
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Fig. 2.11.
Din conditia vectoriala de echilibru:
mg+ N +T=0 (a)
se obtin ecuatiile scalare de echilibru:
mgsiny — N =0
mgcosy — Tsinf3 =0 (b)
Tcosp=0

care contin 4 necunoscute: necunoscutele geometrice y si B si necunoscutele
fizice N si T (marimile lor scalare). Deoarece numarul necunoscutelor
depaseste numarul ecuatiilor (b), este necesar o ecuatie suplimentara.

O ecuatie suplimentara poate fi data datd de restrictia de natura
geometricd, impusa de legatura (punctul material nu poate parasi suprafata
interioara a sferei): » = R. Dar, aceastd conditie a fost utilizata, implicit,
atunci cand unghiul dintre directia fortei de greutate mg si tangenta la

meridian in punctul P a fost egal cuy (fig. 2.11).
O a doua ecuatie suplimentara se obtine din conditia fizica considerata la
limita:
T=uN. (©)
Deoarece T nu poate avea marimea scalara egala cu zero, din ultima

ecuatie (b) rezultd cosp= 0 = [ = n/2. Dupa eliminarea necunoscutelor
secundare N si T rezulta :

tgyo = 1/p
si deci:

Yo = arctg(1/p).
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Pozitia de echilibru stabil fiind data de valoarea y=m/2, rezulta ca,
pentru echilibru y € [y, ; 7/2]. Deoarece pozitia de echilibru nu depinde de
unghiul a, punctul material ramane in repaus pe calota sfericd marginita de
R

cercul de razd r, = Rcosyp = .
V1+p?
Valoarea fortelor de legatura, la limita, este:

N = mgsiny, =mg;' T=mg H
’ J1+p? ’ J1+p? '

b) Pentru determinarea pozitiei de echilibru se poate folosi realtia (2.21)
in care, pentru situatia considerata, rezultanta fortelor efectiv aplicate este:

R=-mgk .

Cum ecuatia suprafetei sferice fatd de sistemul de axe considerat
(fig.2.11) este fix,y,z) =x*+y*+z*— R* = 0, versorul normalei la suprafata
sferici in punctul P este 7 = 2xi +2y, +2zk . Inlocuind in ecuatia

(2.21) rezulta:
|— mg~2z| S 1
|G|'2\/x2 +y +2° _\/1+u2 ’

. R . R
care conduce la relatia: |z| > ———, adica: z< - .
1+p’ J1+p?
Deoarece z = — Rsiny, prin prelucrarea inegalitatii anteriaore se obtine

pozitia de echilibru: y, = arctg (1/p).

A.2.3. O bila grea de masa m poate culisa pe o sirma aspra (coeficient

de frecare p) indoita sub forma unui arc de parabold y = x*/2p cu axa
verticala (fig. 2.12). Se cere sd se determine pozitiile In care bila ramane in
repaus pe sarma.

Pentru reprezentarea fortelor de legaturd trebuie avut in vedere
urmatoarele aspecte:
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v

B T

N

L
v it
o

O x |mE o
Fig. 2.12.

— bila sub actiunea fortei efectiv aplicate m g nu poate aluneca decat in

jos din care cauza forta de lunecare T are sensul indicat in figura 2.12;
— deoarece foarta efectiv aplicata mg si forta de frecare 7 sunt

cuprinse in planul xOy, forta N nu poate avea decat o singurd componenta
cea cuprinsa 1n planul vertical ce contine arcul de parabola, iar sensul cel
din figura 2.12.

Proiectand ecuatia vectoriala de echilibru:

mg+N+T =0 (a)
pe directia normalei si pe directia tangentei la curba se obtine:
N—mgcosa. =0 ; T—mgsina = 0. (b)

Restrictia geometrica este data de ecuatia parabolei: y = x*/2p.
Se poate observa ca parametrii x si y ai pozitiei de echilibru nu sunt
expliciti in relatiile de natura statica (b). Ei pot fi Insa explicitati deoarece:

dy «x
A tga (c).
dx p
In baza acestei relatii se pot elimina necunoscutele N si 7' din relatiile (b)
si se pot inlocui in relatia de natura fizica pentru situatia limita: 7 = uN. Se
obtin valorile parametrilor corespunzatoare pozitiei de echilibru:

Xo=Ups yo=Wp/2. (d)

Pe arcul din stanga al parabolei, deoarece sensul fortei de frecare T se
schimba fata de axa Ox conditia de echilibru (d) devine:

Xo=—Up; Yo=Wp/2.(e)
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Teste

T.2.1. Daca un punct material legat de o curba aspra are rezultanta
fortelor efectiv aplicate R situata in interiorul conului frecarii atunci:

a) punctul material se afla in echilibru;

b) punctul material este in repaus;

¢) punctul material se afla in echilibru la limita;

d) punctul material nu se afla in echilibru.

T.2.2. Daca un punct material legat de o suprafata aspra are rezultanta
fortelor efectiv aplicate R situata in interiorul conului frecarii atunci:

a) punctul material se afla in echilibru;

b) punctul material este in repaus;

¢) punctul material se afla in echilibru la limita;

d) punctul material nu se afla in echilibru.

T.2.3. Un punct material obligat sa ramana tot timpul in contact cu o
curba stramba are:

a) trei grade de libertate;

b) doua grade de libertate;

¢) un grad de libertate;

d) nici un grad de libertate.

T.2.4. Un punct material obligat sa ramana in permanenta in contact cu
o suprafati are:

a) trei grade de libertate;

b) doua grade de libertate;

¢) un grad de libertate;

d) nici un grad de libertate.

T.2.5. in cazul unui punct material legat de o suprafata aspra fortele
efectiv aplicate si fortele de legatura pot alcatui:

a) un sistem de forte oarecare;

b) un sistem de forte concurente;

¢) un sistem de forte coplanare;

d) un sistem de forte paralele.

T.2.6. Daca asupra unui punct material P actioneaza urmatoarele forte:
F =3 -5j+2k;F,=i—j+k;F,=-2i+3j-6k;F, =2k,
F, =-2i +3j +k atunci:

a)R =i+ j+k sipunctul material P este in echilibru;

b) R =i+ j+k sipunctul material P nu este in echilibru;

¢) R =0 si punctul material P este in echilibru;
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d) R # 0si punctul material P nu este in echilibru.

T.2.7. Pentru ca punctul material P de masa m situat pe un plan inclinat
aspru (coeficient de frecare p), cu linia de cea mai mare panta ce face ungiul

o cu orizontala, si actionat de forta orizontala F (fig. 2.13) s ramana in
echilibru trebuie ca:

1—ptgo 1+ utgo 1+ utgo 1—ptgo
1—ptgo 1+ utgo 1+ utgo 1—ptgo

T.2.8. Un punct material M de greutate neglijabild se afla pe un inel
semicircular luciu si este actionat de fortele F'si O asa cum se aratd in figura
2.14. Atunci cand punctul M se afla in echilibru:

T.2.9. Pentru cazul punctului material precizat la punctul 8 valoarea
fortei de legatura normale 1n pozitia de echilibru este:

a) N=+P>+20%; b)N=4P*-0%;
¢) N=+P>=20%; d) N=+P*+0*.

T.2.10. Conform legilor lui Coulomb, coeficientul de frecare de

alunecare p :
a) depinde de natura corpurilor in zona de contact;
b) depinde de gradul de prelucrare al suprafetelor corpurilor in zona de
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contact;
¢) nu depinde de marimea suprafetelor n contact;
d) nu depinde de viteza relativa a corpurilor aflate in contact.

T.2.11. Valoarea maxima a fortei de frecare de alunecare este:
a) T> uN,
b) T= N,
c) T < uN;
d) T+ uN.

T.2.12. Fortele aplicate unui punct material sunt:
a) vectori liberi;

b) vectori alunecatori;

¢) vectori legati;

d) vectori paraleli.
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3. STATICA SISTEMELOR DE PUNCTE MATERIALE

Prin sistem de puncte materiale se intelege o multime de puncte
materiale (discrete sau continue) a caror miscare, fatd de un sistem de
referintd oarecare, se studiaza Impreuna, din anumite motive, neesentiale.

3.1. FORTE APLICATE UNUI SISTEM DE PUNCTE
MATERIALE

In cadrul fortelor aplicate unui sistem de puncte materiale se pot distinge
doua tipuri de forte: forte exterioare si forte interioare.
a) Forte exterioare sunt acele forte care reprezintd actiunea unor
corpuri din afara sistemului asupra diferitelor puncte materiale din sistem.
Ele sunt notate F (i=1, 2,
lth ..., n) unde n reprezentind
numarul de puncte materiale
. L ce  alcatuiesc  sistemul.
Fortele exterioare pot fi:
forte  exterioare  efectiv

aplicate  EP si  forte

is,a

exterioare de legaturd F}

Fig. 3.1 care, in baza principiului

legéturi-lor, sunt introduse

prin ruperea legaturilor de natura geometricd pe care punctele le au cu

sistemul de repere. Indicii s si & identifica numarul fortelor efectiv aplicate,
respectiv de legatura, care actioneaza asupra punctului material i. Evident:

F =Y Fo + Y F G.1)
k

s
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b) Forte interioare. Ele reprezinta interactiunile dintre diferitele puncte

materiale ce alcatuiesc sistemul. Sunt notate: F;, F, (i, j=1,2,...,n; i #j) (fig.
3.1).

Rezultanta actiunilor diferitelor puncte P; din sistem asupra punctului P,
se determina astfel:

B =3 Fs (i) (2

In baza principiului egalitatii actiunii cu reactiunea, fortele 17U si 17” sunt

egale in modul doua cite doud, se manifesta pe aceeasi directie si sunt de
sensuri contrare.

Fortele interioare 17,] se pot manifesta la distanta, ca forte interioare efectiv
aplicate }7,.1.” (de atractie sau de respingere) sau prin contact, ca forte interioare
v - Tl
de legatrad Fj .

Se identifica:
— rezultanta fortelor interioare efectiv aplicate asupra punctului P;:

Fu'=2F's (i%) (3.3)
j=1
— rezultanta fortelor interioare de legatura asupra punctului P;:
Fl'= Y F5 (i#). (3:4)
Jj=1

Rezulta ca actiunea celorlalte puncte materiale ce alcatuiesc sistemul
asupra punctului P, este:

Fr=Fu By =Y + 3 F 5 (%), G5
j=1 J=1

Fortele interioare efectiv aplicate pun in evidenta influenta reciproca a
punctelor materiale asupra miscarii lor. Aceastd influentd se face fara sa se
reduca numarul gradelor de libertate de miscare a punctelor. In schimb,
fortele interioare de legatura aratd ca libertatea de miscare a punctului P,

fatd de P, (si reciproc) este impiedicata pe directia PP, .
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Foretele interioare formeaza sisteme de forte in echilibru deoarece, dupa
cum s-a mai sublinat, ele sunt doua cate doua egale si direct opuse. Cu toate
acestea fortele interioare nu pot fi neglijate, deoarece, dupa cum se va arata
mai departe, lucrul mecanic al acestor forte este diferit de zero, cu exceptia
cazului sistemelor perfect rigide.

3.2. ECHILIBRUL UNUI SISTEM DE PUNCTE
MATERIALE ACTIONAT DE FORTE

Fie un sistem de n puncte materiale actionat de forte exterioare si ale
carui puncte (unele sau chiar toate) au legituri de natura geometrica cu
corpurile sistemului de referinta. Echilibrul acestui sistem este realizat
atunci cand el se afla in repaos fata de un sistem de referinta. Deoarece acest
lucru implicad repaosul fiecarui punct material in parte fatd de sistemul de
referintd considerat rezulta ca, pentru studiul echilibrului sistemului de
puncte materiale este necesar izolarea si studierea fiecarui punct material
sub actiunea fortelor exterioare si a fortelor interioare ce ii revin.

Conditia necesara si suficienta pentru existenta echilibrului unui punct
material i din cadrul sistemului de # puncte materiale, este:

F;ext + F_viint — 0’ (36)

in care F,*" se calculeaza cu relatia (3.1), iar F,™ cu relatia (3.5).

Se obtin astfel n ecuatii vectoriale ce se transpun in 3 relatii scalare,
care vor constitui ecuatiile de echilibru ale sistemului de puncte materiale.
Aceste ecuatii de echilibru scalare vor fi completate cu ecuatiile furnizate de
aspectele geometric si fizic.

3.3. FIRUL

Foarte multi autori considera firele ca fiind corpuri care, din punct de
vedere geometric, au doua dimensiuni neglijabile si care sunt perfect
flexibile si torsionabile, ele neputdnd prelua eforturi de incovoiere si de
rasucire.

Firul poate fi modelat nsa si ca un sistem continuu format din puncte
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materiale infinit apropiate de mase neglijabile dispuse geometric in “lant” si
legate, doua cate doua, rigid intre ele. In acest fel firul reprezinta un sistem
de puncte materiale a caror dispunere mutualda fizico-geometrica este
analogd, in sensul ca trecerea de la un punct la altul se poate face i1n mod
continuu (adicd din punct de vedere matematic, aceastd trecere poate fi
descrisa prin variatuia unei functii continue de coordonatele curente ale
punctului). In aceasta situatie este suficienta studierea echilibrului unui
punct si extinderea rezultatelor la celelalte puncte, printr-un calcul integral
(sau cu diferente finite), constantele de integrare urmand a se determina din
conditii extreme, adicd aplicand relatiile obtinute punctelor de la limita
geometrica a domeniului ocupat de sistemul de puncte materiale.

Aceasta modelare sustine proprietatile atribuite firului: perfect flexibil si
torsionabil, el neputand prelua eforturi de Incovoiere si de rasucire.

Fortele interioare, efectiv aplicate, care se exercitda intre punctele
invecinate ale unui fir — de exemplu fortele datorate unor actiuni
intermoleculare — nu pot fi determinate prin calcul mecanic, cel mult pe cale
experimentala. Fortele interioare ce pot fi calculate sunt fortele de legatura
interioare care apar ca urmare a fortelor exterioare ce se aplicd asupra
firului.

Aceste forte vor fi puse in evidentd, in baza principiului fortelor de
legatura prin ruperea legaturii dintre douad puncte aldturate. Aceasta
presupune sectionarea firului intre cele doud puncte. Fortele de legatura
interioare ce apar (fig. 3.2, a) vor fi egale si de sensuri opuse, reprezentand
actiunile reciproce ale celor doua puncte, directia fortelor fiind cea a dreptei
ce le uneste, tangenta la curba pe care firul o face datorita fortelor exterioare
efectiv aplicate si a fortelor exterioare de legatura. Sensul fortelor trebuie sa

- = conducd la o solicitare de
~— |S LSL—F/ a) intindere a celor doua bucati
ﬁl de fir.
F b) Conform principiului
2 egali-tatii actiunii cu
7 _ reactiunea se poate scrie:
1 2
—~ -9 S1=[s=s @7
F 1 SI §H F ) d)
Tt in care S reprezinta efortul
Fig. 3.2 din fir.

Sub actiunea fortelor

efectiv.  aplicate si a

legaturilor firul ia o forma specifica solicitarilor (fig. 3.2, b). Aceasta forma
este deci o forma de echilibru si ea poartd numele de curba funiculara a
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sistemului de forte dat.

Daca incarcarea firului se compune numai din doua forte F, si F,,
aplicate la capetele acestuia (fig. 3.2, ¢), atunci pentru ca echilibrul sa existe:

— cele doud forte trebuie sa fie egale Tn modul, sa aibad acelasi suport
(dreapta ce uneste cele doua puncte de la capetele firului) si sensuri
contrare;

— sensul fortelor trebuie sa fie astfel Incat sa intinda firul.

Forma de echilibru a firului in acest caz este linia dreapta ce uneste
punctele de la capetele sale, iar efortul in fir este, in orice sectiune a
acestuia, acelasi si egal ca intensitate cu marimea comund a fortelor
exterioare (fig. 3.2, d), adica:

F,=S=S"=F,=85. (3.8)

Se constata ca in cazul in care un punct material este legat de un fir
aceastd ,,legatura” este de fapt o legatura interioara intre punct si un punct al
firului. Ruperea legaturii implica introducerea unei forte de legatura care are
suportul dupa directia firului si cu sensul astfel Incat sa reprezinte o actiune
de Intindere a acestuia.

3.3.1. Frecarea firelor

Fie un fir infasurat pe suprafata unui cilindru circular drept, aspru,
cuprins in planul sectiunii drepte a cilindrului si actionat de forte de
intensitati diferite la capetele sale (fig. 3.3). Coeficientul de frecare intre fir
si cilindru este p. Conditiile de
echilibru ale acestui fir sunt
studiate sub denumirea de frecarea
firelor.

Unghiul de infdasurare al firului
este unghiul la centru 0,
corespunzator arcului de cerc pe
care este infasurat firul (intre
punctele A4, si 4,). Daca firul este

infasurat numai pe arcul 44, Fig. 3.3
atunci unghiul de infisurare este
0 = a; daca firul este infasurat de » ori pe cilindru atunci 6 = 27tn + a.
Se considera ca firul este in repus fata de cilindru. Cilindrul poate fi in
repaus sau poate avea o miscare de rotatie in jurul axului sau.
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Problema care se pune este de a gasi relatia intre fortele ce actioneaza la
capetele firului, Fsi F,, pentru ca acesta si nu lunece peste cilindru.

Daca se sectioneaza firul intre 4, si B, respectiv intre 4, si B,, oriunde

am face-o, eforturile din fir sunt egale, respectiv, cu fortele de la capete (fig.
3.4, a):

S,=F, ; S, =F, (3.9)

Pentru determinarea relatiei cautate se separd din fir, la distanta s de
unul din capete (distanta corespunzatoare unghiului la centru @) o portiune

elementara ds, egala cu arcul A4", subintins unghiului la centru de (fig.3.4,
a).

Fortele ce actioneaza asupra acestei portiuni elementare de fir sunt:

— S si 8" (S'de marime §'= S + dS) — forte interioare de legatura;

— dN si dT — forte exterioare de legatura. Forta dT se opune miscarii
posibile a firului peste cilindru. Deoarece aceasta miscare este posibild in

ambele sensuri (adicd, atat spre 4,<> F, > F, cat si spre 4, F; < F,) se
alege un sens arbitrar. In cazul de fata s-a ales sensul spre 4,. In consecinta

forta elementara de frecare de lunecare d7" este orientata spre 4 (fig. 3.4, b).

b)

Fig. 3.4.
Echilibrul se exprima prin doua ecuatii obtinute prin proiectarea tuturor
fortelor pe directia lui dV, respectiv a luidT :

dN — Ssinda.— S'sindp =0
(3.10)

dT + Scosdo— S'cosdB =0

Daca se fac aproximérile: sinda = da si cosda = 1, respectiv sin dff = dp
si cosdp =1, iar §'= S + dS, atunci:
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dN —Sda—(S+dS)dp=0 G.11)
dT +S—-(S+dS)=0 '
Termenul dSdp poate fi neglijat in raport cu dS si deci:
dN = S(da+dp) = Sd
(do+dp) = Sdo (3.12)
d7 =dS

Conditia de echilibru data de aspectul fizic al problemei d7° = pdN in
baza ecuatiilor (3.12) capata forma:

dS = pSdo,

care prin integrare conduce la: In § = up + Csau S =" =e%"? = 4e"?.
Deci:

S=Aet®. (3.13)

In baza conditiilor la limita: pentru ¢ = 0 = S = F,; pentru ¢ =0 = S
= F,, rezulta conditia de echilibru cautata:

F,=F, "’ (3.14)

Valoarea lui F, datd de relatia (3.14) este o valoare limita
corespunzatoare cazului cand echilibrul este pe punctul de a se pierde.
Pentru ca echilibrul (relativ) dintre fir si cilindru sa subziste este necesar ca:

F,<F, "’ (3.15)

Pentru posibilitatea miscarii in sens contrar conditia de echilibru capata
forma:

F,>F, ™’ (3.15)
Conditia generala de echilibru este:
Fie*'<F,<F e’ (3.16)

Daca se neglijeaza frecarea intre fir si cilindru, =0, efortul este acelasi
in tot lungul firului : S=F, = F,.
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3.3.2. Echilibrul firelor

In cazul in care firul, suspendat la capete de doua puncte fixe, este
solicitat de forte concentrate sau repartizate (de exemplu greutatea proprie)
in diferitele sale puncte, studiul echilibrului sau urmareste determinarea
formei de echilibru adica a curbei funiculare.

Problemele care se pun in acest caz sunt:

— determinarea formei curbei funiculare, adicd forma curbei cu care
poate fi asimilat firul sub actiunea fortelor aplicate asupra lui si aflate in
echilibru;

— determinarea fortelor de legatura exterioare si a efortului din fir intr-o
sectiune oarecare a acestuia (determinarea valorii maxime a acesteia in
vederea efectuarii unui calcul de rezistenta al firului).

Acest gen de probleme se intdlnesc frecvent in practica (cablurile
masinilor si instalatiilor de ridicat, cablurile de sustinere ale telecabinelor,
cablurile pentru transportul aerian al energiei electrie etc.) iar rezolvarea lor
este prezentata in manuale sau tratate mai extinse ca volum.

Aplicatii

A.3.1. Doud puncte materiale de greutati P si Q, asezate pe doud plane
inclinate ce fac cu orizontala unghiurile a si B, sunt legate cu un fir trecut
peste un scripete asa cum se poate observa in figura 3.5, a. Sa se determine
valoarea raportului greutatilor P/Q corespunzitoare pozitiei de echilibru
daca 1inre punctele materiale si planele inclinate exista frecare, iar
coeficientul de frecare este .

Pentru determinarea conditiei care trebuie indeplinitda astfel incat
sistemul format din cele doud puncte materiale sa se afle in echilibru este
suficient sa se izoleze fiecare punct deoarece conditia necesara si suficienta
ca sistemul de puncte materiale sd fie In echilibru este ca fiecare din
punctele cel alcatuiesc sa se afle, la randul lor, in echilibru.

In figura 3.5, b sunt reprezentate fortele ce actioneaza asupra celor doua
puncte dupa ce au fost rupte legaturile si introduse fortele de legatura,
pentru cazul in care tendinta de miscare a punctelor este cea precizatd in
figura.

Se identifica urmatoare tipuri de forte: forte efectiv aplicate — P si O ;
forte de legatura exterioare — N, T, si N,,T,; fortele de legatura interioare

_5.3,.
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Fig. 3.5.

Deoarece fortele ce actioneaza asupra celor doua puncte materiale sunt forte
concurente, conditiile de echilibru de natura statica constau in doua ecuatii
scalare de echilibru pentru fiecare punct, scrise in raport cu doua axe

perpendiculare (de obicei cele doua axe au directiile fortelor N si T'):

S, =T, —Psina=0
(a)
N, —-Pcosa=0
-S,-T,+Qsinf=0
, =T, + QOsinf b)
N, =QcosB=0
Conditiile de naturi fizica pentru cele doua puncte:
T, <uN,
(c)
T, <puN,

trebuiesc indeplinite 1n acelasi timp deoarece dacad unul din puncte isi pierde
echilibru si Incepe sa lunece, atunci si celdlalt punct incepe sa lunece
pierzandu-si echilibru.

Se constata ca sunt 7 necunoscute (cea de a saptea fiind raportul P/Q).
Pentru a putea rezolva problema trebuiesc impuse conditii suplimentare

asupra sitemului de forte. Fortele de legatura interioare §l, S, reprezinta
tensiunile din firul ce leaga cele doua puncte si care este trecut peste un
scripete (fig. 3.5, a). Daca se neglijeaza frecarea dintre fir si scripete atunci
se poate scrie relatia:

S1=55 (d

daca nsa aceasta frecare nu se poate neglija atunci intre cele douda marimi S,
si S, se poate scrie o relatie de forma (3.15) sau (3.15"), bineinteles daca se
cunoaste coeficientul de frecare dintre fir si scripete.
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Daca se admite ca relatia (d) este adevarata atunci prin inlocuirea in

sistemul de inecuatii (c) a marimilor N,, N,, T, si 7, determinate din
ecuatiile (a) si (b), si prin rezolvarea acestuia se obtine:

£> sinf3—pcosf ©)

O sino+pcosa

Pentru cazul in care tendinta de miscare a punctelor este inversa decét
cea considerata in figura 3.5, b, conditia de echilibru se obtine schimband in
inecuatia (e) sensul inegalitatii si semnul coeficientului de frecare u:

£< sinf3 + pcosf

O sina—pcosa ®
Rezulta ca sistemul de puncte materiale se afla in echilibru daca:
sinf3 —pcosf SES sinf3 + pcosf ©)

sina+pcosa @ sina—pcosa

Deoarece P/Q > 0, pentru ca problema sa existe trebuie sa fie Indeplinite
conditiile: tga > p si tgf > p.

A.3.2. Un fir perfect flexibil si inextensibil este trecut peste doi cilindrii
asa cum se aratd in figura 3.6, a. De capetele firului sunt suspendate doua
greutati O si F. Cunoscand coeficientii de frecare dintre cei doi cilindrii si
fir, p, si p,, sa se determine valoarea greutatii F astfel incat sistemul sa
ramana in echilibru.

Echilibrul exista atata timp cat firul ramane in repaus fata de cei doi
cilindrii, fapt pentru care acestia s-au izolat prin sectionarea firului in zona
dintre ei introducindu-se forta de legatura (tensiunea) S , asa cun se arata in

figura 3.6, b. Deoarece echilibrul se poate pierde fie in sensul fortei O , fie

Fig. 356.
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in sensul fortei F , s-a ales tendinta de alunecare a firului in sensul fortei F
(fig. 3.6, b). In consecinta, echilibrul se pierde atunci cand F> S > Q.
Avand in vedere relatia (3.15) conditiile de echilibru la limita pentru cei
doi cilindrii sunt:
F = Se™ @
a
S — Qee]”l .

Din figura 3.6, b unghiurile de infasurate 0, si 0, au marimile 6, = 6, =
31/4, si prin eliminarea lui S din cele doua ecuatii (a) rezulta valoarea limita
a lui F pentru ca firul sa nu alunece in raport cu cilindrii in sensul ales:

3n
—(m+uy)
F = Q691H1+92H2 — Qe I . (b)
Pentru ca echilibrul sa existe forta F trebuie sa indeplineasca conditia:
3l(ll| +Hy)
F<Qe* . (©)

In situatia in care echilibrul se pierde in sensul fortei O, conditia de

echilibru se obtine din relatia (c) in care se modifica sensul inegalitatii si
semnul coeficientilor de frecare, adica:

3
ff(uﬁu:)

F>Qe (d)

Rezulta cé valoarea greutatii F' pentru care sistemul raméane in echilibru
este:

3n
—(+py)

)SFSQe“ . (e)

—E(Hl‘*'uz
Qe

A.3.3. Un corp de greutate G este situat pe un plan orizontal aspru,
coeficientul de frecare fiind u, = 1/2. De corp este legat un fir perfect
flexibil si inextensibil, ce face cu orizontala unghiul o =m/6 si care este
trecut peste un scripete fix. La capatul celalalt al firului se afla o greutate P
(fig. 3.7, a). Stiind ca intre fir si scripte coeficientul de frecare este p, = 3/m,
sd se determine valoarea lui P astfel incat corpul sa se afle pe punctul de a
incepe sa se miste.

Sistemul format din corp si fir raméne in echilibru atata timp cat fiecare
din cele doud elemente care il compun raman in echilibru. Rezulta
necesitatea separdrii lor si studierea conditiilor de echilibru pentru fiecare in
parte. In figura 3.7, b sunt prezentate corpul si firul sub actiunea fortelor
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efectiv aplicate (G, P ), a fortelor de legatura exterioare (N, T ) si a fortelor

de legaturd inteioare (S ). Sensul fortei de frecare T a fost ales in
concordanta cu posibilitatea de miscare pe planul o rizontal a corpului.

Hz

(G)

(P)

a)
Fig. 37,

Pentru corp, ecuatiile de echilibru atunci cand acesta este pe punctul de
a Incepe sa alunece pe planul orizontal, au forma:

-G+ N+Ssina=0
T—-Scosa=0 (a)
T=wN

Deoarece firul trecut peste scripetele fix poate aluneca numai in sensul
fortei P, relatia (3.15) in acest caz capata forma:

P =Se"?, (b)

Dupa eliminarea necunoscutelor secundare (N, T, S) din ecuatiile (a) si
(b) rezulta valoarea lui P pentru care corpul de greutate G este pe punctul de
a Incepe sa alunece pe planul orizontal:

G
p=— BT w0 ©
cosoL+ 1, sina
Avand in vedere ca unghiul de infasurare al firului peste scripetele fix
este 0=7/3 + /2 = 2n/3, dupa inlocuirea in egaliatea (c) a valorilor
numerice rezulta P = 541G.
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Teste

T.3.1. In cadrul unui sistem discret de puncte materiale fortele interioare
sunt:

a) doua cate doua egale;

b) doua céte doud egale si de acelasi sens;

¢) doua cate doua egale, cu acelasi suport si de sensuri contrare;

d) doua cate doua egale si paralele.

T.3.2. Pentru ca un fir solicitat de doua forte aplicate la capetele acestuia
sa fie in echilibru trebuie ca:

a) sensul fortelor sa fie astfel Incat sa Intinda firul;

b) cele doua forte sa fie egale si direc opuse;

¢) cele doua forte sa aiba sensuri contrare;

d) cele doua forte sa aiba acelasi suport si sensuri contrare.

T.3.3. in cadrul unui sistem de n puncte materiale numarul ecuatiilor de
echilibru de natura statica sunt:

a) 2n si sunt suficiente pentru determinarea conditiilor de echilibru;

b) 3n si sunt suficiente pentru determinarea conditiilor de echilibru;

¢) 2n si se completeaza cu relatiile de natura geometrica si fizica;

d) 3n si se completeaza cu relatiile de naturda geometrica si fizica.

T.3.4. Un fir este trecut peste un cilindru aspru (coeficient de frecare
p= 0,1628) de mai multe ori, asa cum se poate vedea in figura 3.8. La
capetele firului sunt aplicate doua forte QO si P (P =100). La echilibru,
numdrul de infasurdri complete ale firului peste cilindru este:

a)n=4; b)yn=75;

c)n=3; dyn=2.

T.3.5. Doua sfere mici 4 si B, fiecare de greutate G, sunt legate printr-
un fir inextensibil si asezate peste un semicilindru fix (fig. 3.9). Unghiul la
centru a al arcului 4B este cunoscut. Ungiul de frecare al sferelor de cilindru

este ¢@. Unghiul 0, in pozitia de echilibru a celor doua sfere, trebuie sa
indeplineasca conditia:
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1|@®) 1[© H] P) (2
Fig. 3.8.
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T.3.6. Pe bara ABC, curbata sub 90° ca in figura 3.10, luneca fara frecare
doud culise de greutate P respectiv G, unite prin firul de lungime /. In
pozitia de echilibru unghiul 0 dintre fir si bara 4B si tensiunea S din fir au
valorile:

a) tane—T S——m
b) tanezT S_—m
c) tane—— Sz—m
d) tan e—T S = m

T.3.7. Conditia necesara si suficienta pentru existenta echilibrului unui
punct material i din cadrul sistemului de # puncte materiale, este:
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a) Fy' + Fi' =0;
b) Y Fo + Y F=0
s k
C) F;ext + F;int — O,
d) F_;inl — O

Fig. 3.11.

T.3.8. Un corp de greutate G este situat pe un plan inclinat aspru

(coeficientul de frecare intre corp si plan p, = 0,5) si este mentinut in
echilibru prin intermediul unui fir perfect flexibil si inextensibil trecut peste

un cilindru (coeficientul de frecare intre fir si cilindru p, = 1/x) de greutatea
P. La echilibru:

a) 0,363G < P <1,924G;

b) 0,263G < P < 1,824G;

¢)0,163G < P < 1,724G;

d) 0,063G < P <1,624G.
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4. STATICA SOLIDULUI RIGID

Conceptul de continuum material a fost prezentat in paragraful 1.1. in
mecanica teoretica se considera cad diferitele distante dintre punctele
materiale ale continuumului raman constante oricat de mare ar fi intensitatea
fortelor ce actioneazd asupra
punctelor lui.

Acest model al corpului material
a fost introdus pentru simplificarea,
la inceput, a calculelor, fard ca
rezultatele sa se indeparteze prea
mult de realitate.

Aceastda modelare defineste 1n
mecanica teoretica conceptul de
solid rigid si are la baza principiul
rigiditatii cu cele doua aspecte ale
sale: Fig. 4.1.

— aspectul geometric (fig. 4.1)
prin care se afirmd ca distanta dintre doua puncte P, si P, ale corpului
ramane invariabila;

— aspectul fizic care afirma ca doua forte F, si F, egale ca marime,

aplicate in punctele P, si P, ,

(se spune ca cele doua forte sunt egale si direct opuse), nu au nici-un efect
mecanic asupra corpului.

avand acelasi suport (F,P; ) si sensuri contrare

4.1. OPERATII ELEMENTARE DE ECHIVALENTA

Prin operatii elementare de echivalenta se inteleg acele operatii simple
ce se pot aplica unui sistem de forte dat care actioneaza asupra unui solid
rigid, fara sa se modifice efectul mecanic pe care sistemul de forte il are
asupra acestuia.
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Aceste operatii elementare de echivalenta sunt definite in continuare.

1) Introducerea intr-un sistem de forte aplicate unui solid rigid (sau scoaterea
dintr-un sistem de forte) a unor perechi de forte coliniare egale si direct opuse nu
modifica efectul mecanic pe care il are sistemul de forte dat asupra solidului rigid
(fig. 4.1);

2) Efectul mecanic al unei forte ce apartine unui sistem de forte aplicat
unui solid rigid ramane neschimbat daca forta este deplasata pe suportul ei
(forta poate luneca pe suportul ei). In punctul P, (fig. 4.2), situat pe suportul
fortei F,, in baza primei operatii elementare de echivalenta, se introduc

i°

doua forte egale si direct opuse 17] si 1?]', ce au suportul PP, . Marimea
celor doua forte se alege egala cu cea a fortei F,: ‘17/‘ :‘F]":E | . Dar, tot in

baza primei operatii elementare de echivalenta, fortele F, si F/ se pot

elimina. Rezultatul obtinut: forta F, a alunecat pe suportul sau din punctul
P, in punctul P,

3) In baza primelor doui operatii elementare de echivalenta si a
principiului paralelogramului, se observa ca, doua sau mai multe forte
aplicate asupra unui solid rigid, in puncte diferite ale acestuia, dar care au
suporturile concurente, pot fi Inlocuite cu o singurd fortd al carei suport
trece prin punctul lor de intersectie si este egala cu rezultanta lor. Astfel in
figura 4.3 fortele F, si Fj aplicate 1n punctele P, respectiv P, au suporturile

concurente in punctul P. Aplicand a doua operatie elementara de echivalenta
cele doud forte sunt deplasate pe suporturile lor pana cand punctele lor de
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aplicatie ajung in P. Aplicand principiul paralelogramului (prezentat in
parag. 2.1.1) cele doua forte se inlocuiesc cu rezultanta lor F = F, + F/

Operatiile elementare de echivalentd ne vor permite sa demonstrdm cand
doua sisteme de forte aplicate independent asupra aceluiasi solid rigid au
acelasi efect mecanic.

Pentru aceasta este necesar sa se introduca notiunea de moment al unui
vector in raport cu un punct, respectiv in raport cu o axa.

4.2. MOMENTUL UNEI FORTE iN RAPORT CU UN
PUNCT

Prin definitie, momentul unei forte in raport cu un punct, notat %, F
este un vector:

— aplicat in punctul O (numit si po/) ;

— perpendicular pe planul definit de polul O si suportul fortei F ;

— cu sensul ales astfel incat un observator asezat in O, orientat dupa
directia momentului, sa vada
vectorul F cid roteste (in
mod aparent) planul (O, F)
in sensul pozitiv ales (in
cadrul acestui curs sensul
pozitiv este sensul
trigonometric);

— cu marimea egala cu
produsul F-d, unde d este
distanta de la punctul O la
suportul fortei F (fig. 4.4).

Expresia vectoriala a momentului unei forte in raport cu un punct este:

TLF =FxF, (4.1)

in care 7 este vectorul de pozitie (fata de polul O) al punctului de aplicatie
al fortei F (fig. 4.4).
Simbolul 77 trebuie privit ca un ,,operator” aplicat vectorului F , asa

Fig. 4.4.

incat momentul fortei F este o consecintd directd a operatiei efectuate
asupra lui F .
Marimea (norma) momentului unei forte in raport cu un punct este:

46



STATICA SOLIDULUI RIGID

IM,F| = [F|Flsino= Fd, (42)

ea fiind exprimata prin produsul dintre marimea fortei si bratul acesteia,
adica dintre marimea fortei si distanta de la punctul in raport cu care se
calculeaza momentul la suportul fortei (v. fig. 4.4)

4.2.1. Proprietatile momentului unei forte in raport cu un punct

Din definitia momentului unei forte in raport cu un punct reies mai
multe consecinte:
a) Momentul unei forte in raport cu un punct este nul cand:
— forta F are intensitatea nula;

— suportul fortei F trece prin polul O.

b) Momentul unei forte In raport cu un punct nu se modifica daca forta
luneca pe suportul ei. Conform cu figura 4.5 se poate constata ca:

F

Fig. 4.5. Fig. 4.6.

deoarece: F=F'; 7'=r + PP’ si PP'xF =0 (vectori coliniari).

c) Momentele unei forte F 1in raport cu punctele situate pe o dreapta
paralela cu suportul ei, sunt egale. Conform cu figura 4.6 se poate scrie:

g F=F xF=(00+F)xF=FxF = JI,F. (4.4)
d) Momentele a doua forte egale si direct opuse sunt egale si direct opuse
(fig. 4.7).
DacaF =—F"' atunci:

47



STATICA

(4.5)

In baza celor prezentate rezulta ca doua forte (F si F') sunt egale si
direct opuse atunci cand:

F+F'=0 si JLF+,F =0. (4.6)

e) Momentul fortei rezultante a unor forte concurente, in raport cu un
punct, este egal cu suma momentelor fortelor concurente in raport cu acelasi
punct (teorema lui Varignon).Conform figurii 4.8 se poate scrie:

TyR=7xR =7 x (F+ Fy+...+F)=F x E+F xF,+....+ F xF,=
= M, F, + W, F+. ...+, F,= ZMF 4.7)

4.2.2. Expresia analitica a momentului unei forte in raport cu un
punct

Daca punctul O in raport cu care se calculeaza momentul fortei F are
coordonatele (x, y, z,) fatd de sistemul de referintd O%Xyz (fig. 4.9), iar
punctul de aplicatie al fortei F este P(x, y, z), atunci momentul fortei F =i
F+j Fy+ k F_are urmatoarea expresie analitica:
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i J k
%ﬁ: FXF =X=Xy Y=Yy Z—2, z[(y_yO)Fz_(Z_ZO)Fy]lT+
F F F

x y z

+[(z = 2)F = (x = x)F] j +{(x = x)F,— (v = y)F.] k (4.8)
-4 Pz
ST
Qg vg.20)
FIF.FLF,)

Fig. 4.9.

Daca se noteaza cu M, M, M, componentele momentului fortei F 1in raport
cu punctul O pe axele sistemului de referintd in conformitate cu (4.8) se
poate scrie:

M, =@ -y)F—-(z- Z())Fy;
M, =(z—-z)F,— (x —xp))F; (4.9)

M, = (x = x))F, = (v = y)F..
Daca O = O, adica sistemul de referinta are originea in O, atunci
relatiile (4.9) devin:

M, =yF,—zF;
M, =zF — xF (4.10)
M, =xF, - yF..

4.3. MOMENTUL UNEI FORTE iN RAPORT CU 0 AXA

Proiectia pe 0 axa A a momentului unei forte F 1in raport cu un punct O
ce apartine axei, se numeste momentul fortei F 1in raport cu axa A. El se
noteaza ¥, F si este exprimat prin relatia:

HAF =pr (Mo F )a= (MpF )-8 =(F x F)-38 (4.11)
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unde § este versorul axei A (fig.
4.10). Se poate dovedi usor ca
punctul O 1in raport cu care se
calculeaza W, F , se poate lua
oriunde pe axa A, valoarea
momentului A, F ramanand

neschimbata.

Din cele prezentate rezulta
ca momentul unei forte in raport
Fig. 4.10. Ccu 0 axa este o marime scalara,
al carei semn depinde de

marimea unghiului o dintre S, F si versorul & (fig. 4.10)

4.3.1. Proprietatile momentului unei forte in raport cu o axa

Din definitia momentului unei forte n raport cu o axa se pot deduce mai
multe concluzii:

a) Momentul unei forte 1n raport cu o axa este nul daca:

— intensitatea fortei este nula;
— suportul fortei este coplanar cu axa (intersecteaza axa sau este paralela
cu ea);

b) Momentul unei forte in raport cu o axa raméne neschimbat daca forta
luneci pe suportul ei. Aceastd proprietate este evidentd deoarece M, F nu
se modifica (v.par. 4.2.1, b);

¢) Momentele a doua forte F si F' egale si direct opuse, in raport cu
aceeasi axa, sunt egale si de semne diferite:

FNF'=(F,F')- & =(-F,F )& =—F\F (4.12)

in baza relatiei (4.5)

d) Suma algebrica a momentelor in raport cu o axa a unor forte ce au
suporturile concurente intr-un punct este egald cu momentul in raport cu
acea axa a rezultantei fortelor. Acesta proprietate este o consecintd a
proprietatii e) enuntata in paragraful 4.2.1 si a definitiei momentului unei
forte in raport cu o axa.
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4.3.2. Expresia analitica a momentului unei forte in raport cu o axa

Daci versorul 8 al axei A are cosinusi directori (/, m, n) in sistemul de
axe O'xyz cu notatiile anterioare (fig. 4.11) rezulta:

/ m n
QZZF=S'(I7XF): X=Xg Y=Yy Z=Z| =[(-y)F~(-z)F ]+
F F F

+[z - Zo)Fx; (x = x)Fm +[(x — x)F— (v — y)Fn
(4.13)

Daca axa A trece prin originea O' a sistemului de referinta, expresia
(4.13) capata forma:

MAF = (F. - zF)| + (zF,— xF)m + (xF, — yF,)n (4.14)
Momentele fortei ' in raport cu axele sistemului de referinta O'xyz sunt:
Mo F =yF. - zF, =M,
Moy F =zF~xF.=M,; (4.15)
Moy F =xF,—yF,=M..

Din compararea relatiilor
(4.10) si (4.15) se constata ca
momentele fortei F 1in raport
cu axele sistemului de referinta
sunt de fapt componentele
momentului fortei F calculat
in raport cu originea sistemului
de referinta.

Observatie. Din cele
prezentate anterior rezulta ca
atit momentul unei forte in Fig. 4.11.
raport cu un punct :7!2:)17 , cat
si momentul unei forte in raport cu o axa A F raman neschimbate daca li
se aplica operatiile elementare de echivalenta.
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4.4. TORSORUL UNUI SISTEM DE FORTE iN RAPORT
CU UN PUNCT

Prin definitie, torsorul unui sistem de forte de n forte Fl , (i=12,.,n)
notat T,( F,), este format din doi vectori (fig. 4.12):

— vectorul rezultant, R , aplicat in punctul O si egal cu suma vectorilor
forta F, :

R =) F;
i=1

— vectorul moment rezultant, M, aplicat in punctul O si egal cu suma

momentelor fortelor F, (aplicate in punctele P,), in raport cu O:
M, =Y M,F,.
i=l1

Punctul O, fata de care se calculeaza momentul rezultant, poartd numele

de originea torsorului.

Fig. 4.12. Fig. 4.13.

Cei doi vectori nu au o semnificatie fizica dar ei pot s& caracterizeze
impreuna sistemul de forte F, din punctul de vedere al efectului mecanic pe
care acesta il are asupra solidului rigid.

Vectorul rezultant R nu depinde de vreun sens pozitiv ales, pe cand
vectorul moment rezultant M, depinde de sensul pozitiv ales pentru rotatia

axelor sistemului de referinta adoptat.
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4.4.1. Proprietati ale torsorului unui sistem de forte

a) Variatia torsorului cu schimbarea originii. Se poate observa ca
vectorul rezultant R al torsorului T,( F,) nu se schimba atunci cand torsorul
se calculeaza fata de un alt punct O’ (fig. 4.13) deoarece:

R'=Y F=R. (4.16)
i=l

Se spune ca vectorul rezultant este un invariant fata de punctul in raport
cu care se calculeaza torsorul unui sistem de forte.
In ceea ce priveste vectorul moment rezultant:

My = 3M,F =37 F =3 (00 +7) < F =

i=1

=Y 0'OxF,+Y 7xF,=00x Y F,+M, = 0'0x R +M,,.
i=1 i=1 i=1
Rezulta ca torsorul sistemului de forte F, calculat fata de punctul O’ are

1

urmatoarea expresie in functie de componentele torsorului T,( F; ):
X4

Tor(i){R_ . (4.17)

b) Scalarul torsorului. Daca multiplicam relatia vectorului moment
rezultant din (4.17) scalar cu R rezulta:

M,-R = M, R +(OOxR)R

Deoarece produsul mixt (%XE )-R = 0 (doi vectori sunt coliniari)
rezulta:

M,.R =M, R (4.18)

Produsul M, o -R poartd numele de scalarul torsorului si este si el un

invariant al sistemului de forte F, in raport cu schimbarea originii
torsorului.
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c) Proiectia lui M, pe directia lui R . Daca relatia (4.18) se multiplica

cu 1/‘]?‘ se obtine:

R MO,-i =M, (4.19)

§|

in care se recunoaste proiectia
vecto-rului moment rezultant
M, , respec-tiv M, pe directia

vectorului rezul-tant R (fig.
4.14), adica:

Fig. 4.14. . .
pr(Mg)g =pr(My)g -

Se deduce ca, indiferent de punctul in raport cu care se calculeaza
torsorul unui sistem de forte, proiectia vectorului moment rezultant pe
directia vectorului rezultant este aceeasi.

d) Torsorul minim si axa centrala. S& descompunem vectorii moment
rezultant M, si M, dupa directia vectorului rezultant si dupa o directie

normala la acesta (fig. 4.15). Se poate constata ci M, difera de M, prin

componenta normald la R deoarece s-a aratat ca |M é| = |M (')| .

I

Fig. 4.15.

Deoarece proiectia unui vector pe o directie oarecare este mai mica
decat norma lui, Tnseamna ca, daca ar exista un punct O, in care vectorul

moment rezultant M o, s@ aiba directia vectorului rezultant R, atunci
vectorul M, o, T avea cea mai micd norma, egala cu proiectia lui pe suportul
lui R . Daca se poate dovedi existenta unui astfel de punct, atunci el nu ar fi
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unic, ci vor exista mai multe puncte situate pe o dreapta paraleld cuR ce
trece prin O,, fata de care vectorul moment rezultant are norma cea mai
mica.

Un astfel de punct se poate gasi prin vectorul de pozitie 7 al punctului
O, fata de punctul O, vector cu originea in punctul fata de care s-a calculat
torsorul T,( F,) (fig. 4.16).

In baza relatiei (4.17) vectorul moment rezultant in O, este:

M,=M,+ O0OxR = M,-7, xR (4.20)
A scrie cd M, o, are valoare minima este achivalent cu a scrie cd el este

paralel cu vectorul R, deci, inmultind relatia (4.20) vectorial la stinga cu

R se obtine:

R xM,= RxM,—R x(
421)

 xR)=RxM,-7-R* + R -(7-R)=0

N
~

Asa cum anticipam, se constatd ca sunt mai multe solutii pentru 7; care
satisfac relatia (4.21) (suma a doi vectori oarecare trebuie sa ramana
constantd). Deoarece este suficientd o singurd solutie, se alege solutia
particulara care anuleazd produsul scalar 7 - R , deci acea solutie pentru care
vectorul 7; este perpendicular pe suportul lui R . Fie p vectorul pentru care

p -R =0. In acest caz relatia (4.21) devine:

R xM,-p-R* =0 (4.22)
din care rezulta:
_ RxM

Din (4.23) se deduce ca punctul cautat si identificat prin vectorul p
existd. Mai mult, se constata cap este normal nu numai pe R, ci si pe
planul format de R si M, si are sensul determinat de sensul pozitiv de
rotatie al produsului vectorial RxM o» definind astfel, in mod unic, un
punct O, fata de care vectorul moment rezultant are valoare minima:

- pr(l\Wo)R=M|0E'|R : (4.24)

8
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Celelalte puncte, in care vectorul moment rezultant are aceeasi valoare,

sunt situate pe o dreapta paralela cu R ce trece prin punctul O,. Aceata
dreapta poartd numele de axd centrald.

In orice punct al axei centrale torsorul are valoare minima. Asadar, axa
centrala poate fi definitd ca locul geometric al tuturor punctelor in care
torsorul unui sistem de forte imbraca forma minimala, adica:

R=>F
=1

o 425
Mo R R _Mo-R = (4.25)

Din expresiile (4.18) si (4.25) se constatd ca: daca scalarul torsorului
intr-un punct oarecare O este nul, in punctul O, de pe axa centrala vectorul
moment rezultant este nul.

4.4.2. Torsorul in raport cu un punct al unei singure forte
aplicata unui solid rigid

Fie forta F aplicatad unui solid rigid. Torsorul calculat in punctul O va

avea forma:

T,(F) (4.26)

{MO ~M,F

Deoarece M, F este perpendicular pe F scalarul torsorului este nul. In

acest caz axa centrala coincide cu suportul rezultantei R si in orice punct al
ei vectorul moment rezultant este nul.

4.4.3. Torsorul in raport cu un punct al unui cuplu de forte
aplicat unui solid rigid

Un cuplu de forte este definit de doud forte egale, de sensuri opuse care
au suporturile paralele, F' = —F" (fig. 4.17).In acest caz vectorul rezultant este nul:

R=F'+F"=0. (4.27)
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Fig. 4.17.

Vectorul moment rezultant calculat in punctul O este (fig. 4.17):
M,=M,F'+ M F"=F'xF'+7"xF"=7'xF'+7"x(-F") =
=(F'-F")xF'=P,P xF'. (4.28)

Se constatd ca vectorul moment rezultant al unui cuplu de forte nu
depinde de punctul in raport cu care acesta se calculeaza. El este un vector

liber, normal pe planul format de P,P, si F', adica pe planul cuplului, si are
sensul astfel incat un om orientat dupa M, si vada sensul de rotatie aparent

al cuplului ca roteste In sensul pozitiv ales. Norma vectorului moment
rezultant este:

M| =[P,R|-|F|-sin(P,P,F") = d |F’

, (4.29)

unde d este bratul cuplului si reprezinta distanta dintre suporturile fortelor
cuplului.

4.4.4. Expresii analitice privind torsorul unui sistem de forte

Se considera sistemul trirectangular de referinta Oxyz, cu versorii i, j,
k (fig. 4.18), fatd de care fortele F, aplicate unui solid rigid au proiectiile
(F,, F,, F,), iar punctele lor de aplicatie au coordonatele (x, y, z,). in
aceasta situatie torsorul sistemului de forta (F,) calculat in raport cu
originea O a sistemului de referinta (fig. 4.18) va avea urmatoarea forma:
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To( F}) A70=ZMOE=ZFXF= (4.30)

—lZ(y, =2 ,y)+JZ(Z, X ,Z)+kZ(X, W= ViF)

P(x,y,2)
F(F L E)

1(L1;M1;N1)

F0,(x,y02)

Fig. 4.18.

Asadar, cei doi vectori rezultanti ce alcatuiesc torsorul au urmatoarele

componente:
— vectorul R :
X=YF,; Y=)F, ; Z=YF,; (4.31)
i=1 i=1 i=1
— vectorul M, :
L: Z(ylEZ 1 lV) M Z(Zz ix xlF:Z) N Z(xz v (4 32)
i=1

Scalarul torsorului va avea expresia:
M,-R =M, R =LX+MY+NZ=LX+MY+NZ  (4.33)

din care cauza el mai este denumit si trinom invariant.
Proiectia vectorului moment rezultant M, pe directia lui R etse:

M-R _ LX+MY+NZ
| VX2 472+ 2
58
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Vectorul moment rezultant, care are norma minima, se determind cu
expresia:

. MR -~ LX+MY+NZ
Mo=—3R=—"3—"5 "+
: R X +Y " +7

(iX+ jY+ k2 (4.35)

iar proiectiile sale pe axele sistemului de referinta sunt:

LX + MY + NZ
L= 2 2 X
X +Y " +7
LX + MY+ NZ
M, = > > > Y; (4.36)
X +Y" +Z7
LX+ MY+ NZ
N, = 2 2 2
X +Y " +Z7

In baza relatiei (4.20) componentele L,, M,, N, mai pot fi scrise si astfel:
Li=L-(pZ-zY); Mi=M—-(zX—-x2); Ny=N-(xY—-yX). (4.37)

Din conditia de paralelism intre vectorul moment rezultant A, 0, S
vectorul rezultant R rezulta ecuatiile analitice ale axei centrale:

Lo_M _N

X Y VA
sau, sub altad forma

L—(yZ-zY) L—(zX-xZ) N-(xY-yX)
X Y VA

Cele doua ecuatii liniare in (x, y, z) in care (X, Y, Z) si (L, M, N) sunt
marimi cunoscute, reprezinta ecuatiile axei centrale.

(4.38)

4.4.5. Invarianta torsorului unui sistem de forte in raport cu
operatiile elementare de echivalenta

In baza proprietatilor momentului unei forte in raport cu un punct (v.par.
4.2), se poate dovedi usor ca aplicand operatiile elementare de echivalenta
torsorului unui sistem de forte, (v. relatia (4.1)) efectul sau mecanic nu se
modifica.

a) Introducerea (sau scoaterea) unor perechi de forte egale si direct opuse
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intr-un sistem de forte aplicate unui solid rigid nu modificd vectorul
rezultant, deoarece suma fortelor egale si direct opuse este nula, si nici
vectorul moment rezultant nu se modifica intrucat momentele a doua forte
egale si direct opuse sunt egale si direct opuse (v. proprietatea d din cadrul
parag. 4.2.1).

b) Alunecarea unei forte, din cadrul unui sistem de forte aplicat unui
solid rigid, pe suportul sau nu modifica nici vectorul rezultant si nici
vectorul moment rezultant, deoarece momentul fortei respective nu se
modifica (v. proprietatea b din cadrul parag. 4.2.1).

¢) Inlocuirea unor forte ce au suporturile concurente cu rezultanta lor sau
inlocuirea unor forte cu componentele acestora dupa directii concurente cu
suporturile lor, nu modifica vectorul rezultant, in baza proprietatilor de
distributivitate, respectiv asociativitate ale sumei vectoriale. Nici vectorul
moment rezultant nu se schimba 1n baza teoremei lui Varignon (v.
proprietatea e din cadrul parag. 4.2.1).

Rezultd ca torsorul unui sistem de forte este un invariant fata de
operatiile elementare de echivalenta.
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4.5. RECUNOASTEREA EFECTULUI MECANIC AL UNUI
SISTEM DE FORTE APLICATE UNUI SOLID RIGID
CU AJUTORUL TORSORULUI

Pentru a putea folosi torsorul unui sistem de forte aplicate unui solid
rigid in aprecierea efectului mecanic al acestora, vom enunta, mai intai,
patru leme si doua teoreme.

In baza principiului rigiditatii, doua forte egale si direct opuse, aplicate
unui solid rigid, au efect mecanic nul. Ele formeaza un sistem nul deoarece
vectorul rezultant este nul, suma lor fiind egala cu zero si, de asemenea,
vectorul moment rezultant este nul in baza proprietitii d) a momentului unei
forte 1n raport cu un punct. Rezultd ca orice sistem de forte care poate fi
redus, prin operatii elementare de echivalentd la doud forte egale si direct
opuse este un sistem nul. De aici se deduc lemele si teoremele de mai jos.

Lema 1. Orice sistem nul are torsorul nul intr-un punct.

Lema 2. Dacd un sistem de forte are torsorul nul intr-un punct, el are
torsorul nul in oricare alt punct (in baza proprietatilor torsorului unui
sistem de forte aplicate unui solid rigid ( vezi par. 4.4.1, a).

Pe baza celor doua leme rezulta:

Teorema 1. Conditia necesard si suficientd ca un sistem de forte aplicate
unui solid rigid sd formeze un sistem nul este ca torsorul acestuia sd fie nul
intr-un punct.

T,(F) = (4.39)

Lema 3. Sistemele de forte care au acelasi torsor intr-un punct, au
acelasi torsor in oricare alt punct.

Dacd, in punctul O cele doua sisteme de forte (F,) si (IEJ-) au acelasi
torsor, adica:

R =Rsi M, =M,

rezulta ca in O’ ele vor avea:
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R =Rsi M, =M, (4.40)

deoarece vectorul rezultant este un invariant in raport cu punctul fata de care
se calculeaza torsorul, iar vectorul moment rezultant variaza dupa legea
(4.17).
Lema 4. Sistemele de forte echivalente au acelasi torsor intr-un punct.
Aceasta lema este evidenta avand in vedere invarianta torsorului unui
sistem de forte aplicate unui solid rigid, in raport cu operatiile elementare de
echivalenta.

Teorema 2. Conditia necesard si suficientd ca doud sisteme de forte,
aplicate independent unui solid rigid, sd fie echivalente este ca ele sd aibd
acelasi torsor intr-un punct.

Aceasta teorema, numita si teorema de echivalentd, este reciproca lemei
4 si este valabila in cazul unui sistem de forte aplicate unui solid rigid.

Efectul mecanic al unui sistem de forte aplicate unui solid rigid va fi cu
atat mai usor de recunoscut cu cét sistemul de forte este mai simplu (are un
numdr mai mic de forte). Deci, In baza teoremei de echivalenta, este
suficient sa gasim un sistem de forte care sa aiba acelasi torsor intr-un punct
cu sistemul de forte dat, dar care sa fie cat mai simplu posibil, pentru ca sa
putem evidentia efectul mecanic.

Determinarea sistemelor de forte echivalente cu sistemul de forte dat se
va face cu ajutorul torsorului, care se dovedeste a fi un operator ce se aplica
sistemelor de forte. S-a aratat ca, cel mai simplu sistem de forte este alcatuit
din doua forte egale si direct opuse, efectul lor mecanic fiind nul.

a) Sa presupunem ca am calculat torsorul sistemului de forte dat ( F)) in

punctul O si am obtinut urméatorul torsor:

=

T,(F) =1 (4.41)

In acest caz sistemul de forte dat este echivalent cu un sistem format din
doua forte egale si direct opuse al caror efect mecanic este nul. Se spune ca
sistemul de forte dat ( F)) se afla in echilibru sau, nu atat de riguros, solidul

rigid actionat de sistemul de forte (F,), este in echilibru. In consecinta,
sistemul de forte ( F,) are efect mecanic nul asupra solidului rigid.

b) Daca torsorul sistemului de forte ( F,), calculat in raport cu punctul O
este:
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T,(F) = (4.42)

atunci sistemul de forte dat (F,) este echivalent cu o singura forta F,cu
suportul trecand prin punctul O, cu marimea scalarda, sensul si directia
aceleasi cu ale vectorului rezultant R , adica F=R (fig. 4.19).

¢) Daca torsorul sistemului de forte ( F,), calculat in raport cu punctul O
este:

T,(F) = (4.43)

atunci sistemul de forte dat ( F,) este echivalent cu un cuplu al cirui moment
este egal cu (M) alcituit din doua forte F si F' (F =—F") situate intr-un
plan perpendicular pe suportul lui M, la distanta d = |]\7 0| /F (fig. 4.20).

Observatie. Asa cum s-a aratat in paragraful 4.4.3 momentul rezultant al
unui cuplu de forte (doua forte egale ca marime, de sensuri contrare si cu
suporturile paralele) nu depinde de punctul in raport cu care el se calculeaza:
este un vector liber, perpendicular pe planul definit de cuplu de forte, avand
sensul astfel incat sensul aparent de rotire al cuplului de forte sa se vada, de
pe momentul rezultant, in sensul pozitiv ales. Marimea scalara a vectorului
rezultant este egald cu produsul dintre norma fortei si bratul cuplului
(distanta dintre suporturile fortelor cuplului).
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e Cailll e
0,
Fig. 421. Fig. 4.2,

d) Daca, in caz general:

T,(F) - (4.44)

d,) Scalarul torsorului este nul: R -M,= 0, ceeace ne arata ca R 1 M,
si deci pr(M, )R =0, norma minima a vectorului rezultant M o, (unde O,
este un punct ce apartine axei centrale) fiind n acest caz, nula:
— M-R
M, | = ==~ =0. (4.45)
IR
In consecinta, se spune ca sistemul de forte dat (F,) este echivalent cu o

forta F (=R) al carui suport este axa centrala (fig. 4.21).

d,) Daca insa R-M # 0 avem cazul general cand sistemul de forte dat (
F)) este echivalent cu o forta F (=R) (fig. 4.21) care are ca suport axa
centrald si cu un cuplu de forte dirijat de asemenea, dupa axa centrala,
format din doua forte Fsi F' (F=—F") situate intr-un plan perpendicular
pe axa centrala la departarea d = |A7 0|/IE una fata de alta.

Aplicatii
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A.4.1. Fie forta F aplicata in punctul 4 cu marimea F = PJ6 (fig.
4.23). Se cere si se determine: a) momentul fortei F in raport cu punctul O;
b) momentul fortei F in raport cu axa A.

a) Momentul fortei F in raport cu punctul O.
Pentru determinarea componentelor fortei F pe axele sistemului de
referinta se procedeaza astfel:

_ AD  (0—a)i+(0—-2a)j+(a—0)k
F =F = =
AD Va* +4d* +a°

_ pg — —2aj + ak _

B a6

—-Pi-2Pj +Pk.
Conform definitiei (4.1) :

ﬂ;ﬁ =7rxF = a
_ _ _ B(O,2a,0i
i j k 7 ----- A -
=|a 2a 0 = A(a,2a,0)
-P -2P P
=2Pai_—Pa]_' Fig. 4.23.

deoarece 7=(a—0)i+Q2a—-0)j+ (0-0)k=ai +2a.
Marimea scalara a momentului %, F este: | AL, F | = Pa~/5.

b) Momentul fortei F in raport cu axa A.
Pentru aceasta se alege un punct de pe axa A. Fie acesta punctul B
identificat de vectorul de pozitie 7'.

Versorul & al axei A are urmatorii cosinusi directori: (% ,— % ,%)

deoarece:

5-1. BC _ (a—0)i +(0—2a)]+(a—0)k:L(i- 2740,
BC \/aerr4arz+ar2 \/g

Conform definitiei (4.11) si deoarece 7' = ai rezulta:
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1 2 1

. Ne & s
HMAF =8-(F'xF)=|a

0
-P 2P P

(o)}
(o)}

Pa

4
J6

A.4.2. Fie sistemul de forte din figura 4.24 cu F, = P6 ; Fy= P2 ,
F, = P. Sa se determine: a) torsorul in raport cu originea sistemului de
referintd; b) torsorul in raport cu punctul 4; ¢) torsorul minim; d) ecuatia
axei centrale; e) echivalenta sistemului de forte.

a) Pentru a calcula vectorul rezultant R trebuie mai intai sa determinam
proiectiile fortelor F, (i=1, 2, 3) pe axele sistemului de referinta. Astfel:

F =FE—P\/E (a—0)i +(2a-0)j+(a—-0)k _P7 2P - Pk

===
|EB| Ja* +4d* +d*
F.=-F,j=—P —
B § 7
F,=F, = T 1 C(0,2a,a)
BC A /|a
I_é'\ (a/Qa,a)
0-a)i 0)k Y a0 =17 =7
_p \/5 (0—a)i 2+ ( az— ) _ 1;_*3 . /:_ngajo) R -
Va* +a X . D(a,0,0) =
B _FER)
=—Pi +Pk; |
Aplicand prima relatie din Flg. 4.24.
(4.30) rezultd: R=P .
Conform relatiei (4.1) se obtine:
i j ok
M,F =7FxF =0BxF =|la 2a 0|=-2Pai+Paj;
P 2P -P
i j k
M,F,=7xF, =0CxF,=|0 2a a|=2Pai—Paj +2Pak ;
-P 0 P
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ik
MyF,= i,xF, =ODxF,=|la 0 0| =-Pak;
0 -P 0

Prin aplicarea celei de a doua relatii din (4.30) rezulta: M, = Pak . Deci
torsorul sistemului de forte dat, calculat fata de punctul O, are expresia:

_(R=PF
TAF){ = 7
M, = Pak

vectorii R si M, fiind reprezentati in figura 4.24.

b) Pentru a calcula T, (F,) trebuie sd calculam decat M ,, deoarece
vectorul rezultant este un invariant fatd de punctul in raport cu care se
calculeaza torsorul.

Pentru calculul lui M, se aplica relatia (4.17) si se obtine:

i ]k

M,=M,+ AO xR =Pak +|-a -2a —a|=Pak +Pai — Pak =
o P 0
Pai .

¢) Aplicand relatia (4.25) se obtine:

R=Pj

TO,(F;){M :0

deoarece produsul M,-R =0.
d)Avand in vedere ca: X =0, Y=P, Z=0; L =0, M =0, N = Pa,
aplicand relatia (4.38) se obtine:
zP 0 _ Pa—xP
0 0 0
care conduce la urmatoarele ecuatii z = 0 si x = @. Rezulta ca axa centrala
este o dreapta cuprinsd in planul Oxy (z = 0) si paralela cu axa Oy ce trece

prin punctul D(a, 0, 0) (este normal, deoarece R este dirijat dupa Oy, iar
axa centrali este, prin definitie paraleld cu R ) (fig.4.24).
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e) In urma determinarii torsorului in raport cu punctul O s-a constatat ca
R# 0 si M,# 0. In acestd situatie suntem in cazul d), relatia (4.44).

Deoarece M, o+ R =0, rezulta ca sistemul este echivalent cu o forta F (=R)

al carui suport este axa centrala ( vezi fig. 4.24).

Teste
T.4.1. Daca intr-un sistem de forte ( F,) ce actioneaza asupra unui solid

rigid se introduc doua forte egale ca marime, paralele si de sensuri contrare

atunci:
a) noul sistem de forte are efect mecanic nul;
b) noul sistem de forte are acelasi efect mecanic cu cel initial;
¢) noul sistem de forte are efect mecanic diferit de cel initial;
d) noul sistem de forte are torsorul nul.

T.4.2. Daca fortele din figura 425 au F, =F,=P6 si JF = =
2Pai — Pak atunci:
a) M, F, = —Pai —2Paj; b) M, F, = 2Pai — Pak ;
c) W, F, = —2Pai +Pak ; d) J,F, =0.
T.4.3. Dacid forta din figura 4.26 este F = —2Pi — Pj —3Pk atunci
momentul sau 1n raport cu punctul 4 este:
a) M, F =0; by JW,F = 6Pai +3Paj-3Pak ;
¢) J,F = 6Pai +3Paj-Pak; d) J,F =—3Pai +6Paj.
~ T.4.4.Forta F din figura (3) 4.27 are expresia F = P10 7 - P10
j - Momentul acestei forte in raport cu dreapta A este:
a) J\F =-2Pa; b) JWUAF =3Pa;
c) TUNF =—4Pa; d) TUNF =-3Pa.
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et

—
N
N

i 2a F : 3a
! . y S y
\\ LT T
- a . AL 2a
x/ 4 ’ X a
Fig. 4.25. Fig. 4.26.
T.4.5. Torsorul sistemului de forte din figura 4.28 calculat in raport cu
o . . —\J R =—Pi+2P]
originea sistemului de referinta este: 7, (E — _ 7. Axacentrala a
M, =2Pak
acestui sistem de forte trece prin punctul de coordonate:
a)(a,2a,0); b) (a,2a,-a);
C)(_aaza’a); d)(a’?)aa_a)'
z
F
@
i 3a
o y
fj_l_.!-ll'.-_- ————— —J
-~ PG e
a i - X
e \g[—L o, = 1 -
VIO 10
Fig. 4 27. Fig. 4.23.

T.4.6. Un sistem de forte ( F, ) aplicat unui solid rigid are efect mecanic nul daca:

a) vectorul rezultant R = 0;
b) torsorul sistemului de forte ( F;) nu este nul intr-un punct;
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) M,=0;
d) torsorul sistemului de forte ( F,) este nul intr-un punct.
T.4.7. Doua sisteme de forte (F,) si (17]. ) aplicate independent unui

solid rigid sunt echivalente din punct de vedere mecanic daca:
a) au acelasi vector rezultant R ;
b) au torsoarele egale;
¢) au, 1n acelasi punct, torsoarele egale;
d) au acelasi vector moment rezultant M, ;

T.4.8. Torsorul unui sistem de forte ( F,) aplicat unui solid rigid calculat
in raport cu originea sistemului de referintd are expresia:

_\|JR=0 _
T, (F,. — _. Cu cine este echivalent sistemul de forte ( })?
M, =2Pai
a) cu doua forte de marime F '=F "= P situate intr-un plan

perpendicular pe axa Ox, la distanta d = 2a una fatd de alta si al caror sens
de rotatia, in raport cu axa Ox este pozitiv;

b) cu doua forte de marime F '=F "'= 2P situate intr-un plan perpen-
dicular pe axa Ox, la distanta d = 2a una fata de alta si al caror sens de
rotatia, in raport cu axa Ox este pozitiv;

¢) cu doua forte de marime F ' = F "' = 2P situate intr-un plan perpen-
dicular pe axa Ox, la distanta d = 2a una fatd de alta si al caror sens de
rotatia, in raport cu axa Ox este negativ;

d) cu doua forte de marime F ' = F "' = P situate intr-un plan perpen-
dicular pe axa Ox, la distanta d = 2a una fatd de alta si al caror sens de
rotatia, in raport cu axa Ox este negativ.

T.4.9. Torsorul unui sistem de forte ( F,) aplicat unui solid rigid calculat
in raport cu punctul B de coordonate (a, 0, 2a) are expresia:

1

_[R=2P] ' , _
T B(F. — _. Torsorul sistemului de forte (F;) in punctul C de

M, =—Pak
coordonate (0, a, 0) are forma:
_\[R=2P] _\[R=2P]
oT.FEN- " omnENL
M, =—-4Paj +3Pak M, =4Pai +3Pak
_\[R=2P; _\|R =2Pj
o) T.(F X s T (FR N
M , =—4Paj —3Pak M, =4Pai —3Pak
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4.6. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE FORTE APLICATE
SOLIDULUI RIGID

S-a aratat ca, pentru ca un sistem de forte aplicate unui solid rigid sa
aiba efect mecanic nul este suficient ca torsorul lui intr-un punct sa fie nul
(4.39).

Proiectand relatiile (4.39) pe axele unui sistem de referinta (fig. 4.29) se
obtin conditiile scalare de echilibru sub forma:

X = 3 F;\' = 0 ; L = 3 M ox F;
P(x,Y:2;) 0 ; v ’Z'
Fi (Fix’ Fiy’ iZ) ’ n n _
D RV S
i=1

i=1
Y 0:

R=0 o ,
MO:O ZZ;EZZO’ N:ZMOZF_;

i=1
Fig. 4.29. 0;

(4.46)

care reprezinta trei conditii, privind proiectiile fortelor pe axele sistemului
de referintd si trei conditii privind momentele fortelor in raport cu aceleasi
axe ale sistemului de referinta.

Rezulta ca in cazul general al unui solid rigid actionat de un sistem de
forte (F,) conditia de echilibru se exprima prin trei ecuatii de proiectie si
trei ecuatii de moment n raport cu axele sistemului de referinta ales.

4.7. SISTEME PARTICULARE DE FORTE

4.7.1. Sisteme de forte coplanare

Atunci cand toate fortele care alcatuiesc sistemul de forte au suporturile
cuprinse intr-un plan ele alcatuiesc un sistem de forte coplanare (fig. 4.30, a).
Se poate observa, ca daca, se alege in mod convenabil punctul O, in
raport cu care se calculeaza torsorul, de exemplu in planul fortelor, atunci
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vectorul moment rezultant M, este intotdeauna perpendicular pe vectorul

rezultant R, care este cuprins in planul fortelor. Acest lucru se datoreaza
faptului ca fortele F, nu dau moment in raport cu o axa cuprinsa in planul
fortelor, suporturile lor ori intersectdnd axa, ori fiind paralele cu ea.

Rezulta ca, in cazul general , cAnd R #0 si M, o # 0, sistemul de forte dat

(F,) este echivalent cu o singura forta IE(:E) dirijata dupa axa centrala,
deoarece M,-R =0.

e F(FF0)
P i(xin i 0) y

a) b)
Fig. 4.30.

In rest, celelate cazuri de reducere ale unui sistem de forte sunt identice
cu cazurile a), b), c), de la paragraful 4.5. Se mentioneaza numai ca in cazul
b), R=0si M,# 0, cele doua forte Fsi F' (F=-F"), ce alcatuiesc
cuplul de forte, au suporturile cuprinse in planul fortelor ( ) la departarea d
= M,/F.

Din punct de vedere analitic, alegand in mod convenabil sistemul de
referintd cu axele Ox si Oy in planul fortelor, cotele z; ale punctelor de
aplicatie P; sunt nule, ca de altfel si proiectiile F, ale oricarei forte pe axa
Oz (fig. 4.30, b).

In consecinta :

_ (R=xXi+Y]
T(F)— (4.47)
M, = Nk
in care:
X=>F,; Y=)F,;  N=)Y(xF,-yF,) (4.48)
i=1

i=1 i=1

Ecuatiile axei centrale (4.38) vor capata forma:
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z¥ —zX _N-(xY-yX)

b

X Y 0
de unde rezulta:
z=0
(4.49)
N—-(xY—-yx)=0

Relatiile (4.49) dovedesc, si pe cale analiticd, cd axa centrala este o
dreapta cuprinsa in planul Oxy, planul fortelor.

Conditiile de echilibru (4.46) pentru un sistem de forte coplanar capata
forma:

X= ZF =0;
i=1

y=3F, =0; (4.50)
i=1

N: i(xiF'iy _yzEx) = 0’
i=1

fiind exprimate prin doua ecuatii de proiectic pe douda axe perpendiculare
intre ele si cuprinse in planul fortelor si o ecuatie de moment in raport cu o
axa perpendiculara pe planul fortelor.

Conditiile de echilibru mai pot fi scrise si astfel;

— doua ecuatii de moment in raport cu doua axe perpendiculare pe planul
fortelor si o ecuatie de proiectie pe axa ce uneste punctele In care acestea
inteapa planul fortelor;

— ftrei ecuatii de moment in raport cu ftrei axe, necoplanare,
perpendiculare pe planul fortelor .

4.7.2. Sisteme de fote paralele

Atunci cind toate fortele ce alcatuiesc sistemul de forte dat (F,) au

suporturile paralele intre ele, ele alcétuiesc un sistem de forte paralele (fig.
4.31).

Daca i este versorul directiei fortelor, se poate scrie F,=F,it si in
consecinta:
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T, F) = = 4.51)

Rezulta de aici ca M, este perpendicular pe u# si deci perpendicular pe
R, adici: M,-R = 0, ceea ce
face ca in cazul general cand: R
#0 si M, # 0, sistemul de forte

dat sa fie echivalent cu o forta F

(=R) dirijata dupa axa centrala.
Pentru a determina axa
centrald, etse suficient a
identifica un punct de pe ea,
stiind ¢34 axa centrala este
Fig. 4.31. paralela cu R. Plecand de la
relatia (4.20), in cazul sistemului

de forte paralele M o, = 0 si tinnd seama de (4.51) se obtine:

=[DFF -7 Y. F1xu =0 (4.52)

Solutia particulara p, pentru 7, este cea care anuleazd vectorul din
paranteza patrata, adica:

p= (4.53)

Vectorul p defineste un punct C care apartine axei centrale, denumit

centrul fortelor paralele si care are urmatoarele proprietati:
a) nu depinde de directia u a fortelor paralele;

b) depinde de 7, deci de punctele de aplicatie P, ale fortelor F, (pozitia
centrului C se schimba daca fortele F, luneca pe suportul lor);
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¢) nu depinde de raportul dintre marimile fortelor, raméane acelasi daca
fortele scad sau cresc in intensitate in acelasi raport.

Proprietatile a) si b) 1i confera punctului C urmatoarea proprietate: daca
toate fortele F, se rotesc in acelasi sens cu acelasi unghi, punctul C nu-si
schimba pozitia, iar axa centrald se roteste in jurul lui cu acelasi unghi si in
acelasi sens cu rotirea fortelor F, (fig. 4.32).

Din aceasta cauzd, punctul C este denumit uneori (impropriu)
“punctul de aplicatie al rezultantei R ”.

— i Y
M (L, M,0)

1axa centrala

Fig. 4.32. Fig. 4.33.

Un sistem de forte paralele poate fi echivalenrt cu:

a) un sistem nul, dacaR=0si M,=0;

b) o forta F (=R ) aplicata in punctul O dacaR # 0 si M, = 0;

¢) un cuplu format din doua forte Fsi F' (F=—F"), situate intr-un
plan perpendicular pe directia lui M, , la departarea d = |A7 ol/ F,daca R=0
si M, #0;

d) cu o forta F (=R) dirijata dupa axa centrala, in cazul general cand
R#0si M,#0, deoarece, dupa cum s-a ardtat M, R =0.

Pentru exprimarea analiticd a torsorului T,(F,) se alege in mod
convenabil sistemul de referinta astfel ca u || k (fig. 4.33). Se obtine:

R=YF =k} F
| T T n .54
Mo :Z MOF;‘ :;Z(%F;)_J_Z(XIF:)
i=1 i1 i=1
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Rezulta deci:
X=0; Y=0; Z=>F;
i=l
n " (4.55)
L=YyF; M=YxF,; N=0.

i=1 i=1

Dacd p=x.i+y.j+z.k, prin proiectarea relatiei (4.53) pe axele
sistemului de referinta Oxyz (fig. 4.33) se obtin coordonatele punctului C:

n
PRy
— _i=l .

Xc=

n

iyiE' zZiF;'
_ il

v P oze=L—. (4.56)

> >F >F
i=1 i=1 i=1

Prin definitie produsul dintre intensitatea unei forte si distanta de la
punctul ei de aplicatie la un plan dat, se numeste moment static al fortei n
raport cuacel plan.

Teorema momentelor statice. Suma momentelor statice fata de un plan
oarecare a fortelor unui sistem de forte paralele este egala cu momentul
static — fatd de acelasi plan — al fortei echivalente, consideratd ca o forta
efectiv aplicata in centrul fortelor paralele. In baza relatiilor (4.56) se poate
scrie:

ixiF;‘ =XcF 5 Zn:yiE =YcF 5 iZiFi =2ZcF . (4.57)
i1

i=1 i=1

In relatiile (4.57) produsele: x,F,, y,F, zF, reprezinti momentele statice

I

ale fortei F, in raport cu planul yOz, zOx, respectiv xOy, iar F (:R:ZE. )
i=1
reprezinta intensitatea fortei echivalente.
Conditia de echilibru pentru un sistem de forte paralele este exprimata
printr-o ecuatie de proiectie si doua ecuatii de moment:

Z=F=0, L=YyF=0, M=YxF=0. (4.58)
i=1 i=1 i=1

In cadrul sistemelor de forte aplicate solidului rigid, sistemele de forte
paralele reprezinta un caz particular de forte, foarte des intélnit in practica.
Modelarea cea mai des intalnita a unui sistem de forte paralele o reprezinta
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cazul sistemului de forte generate asupra unui solid rigid de atractia
exercitata de catre pamant asupra acestuia.

4.8. CENTRE DE GREUTATE

Fie un sistem discret de puncte materiale situate la suprafata paméantului.
Asupra fiecarui punct va actiona forta de atractie a pamantului. Daca
domeniul in care se afla punctele materiale are dimensiuni mici in
comparatie cu cele ale pamantului atunci se poate considera ca toate fortele
de greutate (fortele de atractie exercitate de pamant) formeaza un sistem de
forte paralele (fig. 4.34).

Prin definitie centrul de
greutate al sistemului de puncte
materiale prezentat  anterior
este considerat a fi identic cu
centrul fortelor paralele
provenite din fortele de
greutate.

In consecinta, pozitia lui,
data de wvectorul p, se
determina cu relatia (4.53).

Fig. 4.34. Deoarece s-a pus conditia
ca domeniul in care sunt
dispuse punctele materiale sa fie restrdns ca dimensiuni, acceleratia

gravifica poate fi considerati ca fiind constantd si deci G,=m, g .
Rezulta:

n n n n
275G Y Emg Y Em Y Em,
= _ =l _ =l _ =l

5: i=1

i G, Zn: mg i m, M
i=1 i=1 =

, (4.59)

in care: M= Zmi reprezinta masa totala a sistemului de puncte materiale.
i=1
Analitic, coordonatele centrului de greutate fata de un sistem de referinta
trirectangular se determina cu relatiile:
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n n
inmi Zyimi Zzimi
' i=1

xXp=H— = z.=
¢ M Y M ¢ M

(4.60)

Din relatiile (4.59) si
(4.60) si avand in vedere
proprietatile centrului
fortelor paralele, rezultd
urmatoarele observatii:

— centrul de greutate al
unui sistem de puncte
materiale este un centru de
masd, intrucdt pozitia sa nu
depinde de  intensitatea
acceleratiei gravitationale (v.
relatia (4.59));

— daca sistemul de puncte materiale se considera “inghetat” sau este un
sistem rigid, pozitia centrului de greutate a acestuia ramane neschimbata
fata de un reper solidar legat de sistemul de puncte materiale (fig. 4.35). S-a
aratat ca daca toate fortele, ce alcatuiesc sistemul de forte paralele, se rotesc,
in jurul punctelor lor de aplicatie, in acelasi sens si cu acelasi unghi atunci
pozitia centrului fortelor paralele nu se modifica in raport cu un sistem de
referita solidar legat de solidul rigid.

Fig. 4.35.

4.8.1. Centrul de greutate al unui solid rigid

In cazul unui solid rigid definit ca un continuum, vectorul p este dat de
relatia (4.53) prin trecere la limita (fig. 4.36):

j?dm '[de
p= (Dfd = (4.61)
m
(D)

Coordonatele punctului C sunt date, in acest caz de relatiile:

J.xdm _[ydm _[de
S . S “62)

b

M M M
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in care (x, y, z) reprezinta coordonatele unui punct curent P de masa dm al
solidului rigid.

Fig. 4.36. Fig. 4.37.

Din cele prezentate rezulta ca centrul de greutate al unui solid rigid este
o caracteristica fizico-geometrica a acestuia, el depinzand de configuratia lui
geometricad, precum si de distributia masei 1n aceasta configuratie.

Cazuri particulare. a) Daca domeniul (D) poate fi impartit in »
subdomenii (D)), pentru care se cunosc masele M, si centrele de greutate ale
lor, C, prin vectorii de pozitie p,, pozitia centrului de masa al domeniului

(D) se determina cu relatia (fig. 4.37):

- _ M, Y pM,
5= oM, +p,M,+...+p,M, +... _ o = (4.63)
M +M,+...+M, +... c M, M
i=1
deoarece, n baza relatiei (4.61) :
[Fdm — [rdm
— _ (D) (D)
p, = = . (4.64)
Idm M

(D)

Pe baza relatiilor (4.63) se determina coordonatele centrului de masa al

rigidului (D):
ZxciMi zyciMi chiMi
xo= = L= L L zp= -

- m (4.65)
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b) Daca corpul prezinta un plan de simetrie fizico-geometrica, centrul de
greutate al corpului se afla in acel plan (fig. 4.38):

J.zdm Izdm+ J.(—Z)dm
TRl S SR (4.66)

In mod analog:

— cand corpul admite doua plane de
simetrie, adica o axa de simetrie,
centrul de greutate se afla pe acea axa;

— cand corpul admite doua axe de
simetrie, centrul de greutate se afla la
intersectia celor doua axe.

¢) Daca corpul este omogen, adica

Fig. 4.38. masa specificd medie (densitatea
medie) y este aceeasi in tot domeniul
ocupat de corp V, atunci dm = ydV:

- £)77de (i)de (l)de
P= [rar ~ Jar — v (4.67)
(D) )

d) Daca corpul are doua dimensiuni cu mult mai mari decét a treia,

atunci el este identificat ca placd. Daca placa este omogena atunci dm=y,d4
Si:

j Frsdd  [rdd [Fda

= (D) 4 )

p= = = : (4.68)
frar  Jar
(D) (4)

unde A4 este suprafata totald a placii, iar y, — masa specifica superficiala
(densitatea superficiala).

e) Daca corpul are o dimensiune cu mult mai mare decat celelalte doua,
atunci el este identificat ca hard. Daca bara este omogena dm = v,d/ si:
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j Pyl [rd [Fat

= (D) (L) (L)
= = = , (4.69)
P [v a0 Ja L
(D) (L)

unde L este lungimea totalda a barei, iar y, — masa specificd liniara
(densitatea liniara).

Aplicatii.
A.4.3. Sa se determine centrul de greutate al unei bare omogene sub

forma de arc de cerc cu raza R, cu un unghi la centru 2a (fig. 4.39).
Bara omogena admite o axa de simetrie si deci, centrul de greutate se va
afla pe acea axa (fig. 4.39). In conformitate cu sistemul de referinta ales, va

trebui calculata numai coordonata y.. Alegand ca parametru unghiul 0, se
paote vedea usor ca d/ = RdO si y = RcosO. Aplicand relatia (4.69) se obtine:

Iydl _TRCOSG -RdO

sin 0| i
Yo=H— = e =R a'-a - p1 (4.70)
Ja [ rdo o, “
(L) -
Y B
Lo
Ye & [ ¥
1
a
Fig. 4 39. Fig. 4.40.

A.4.4. Sa se determine centrul de greutate al unei placi plane omogene
sub forma unui sector de cerc de raza R si unghi la centru 2a (fig.4.40).

Adoptand sistemul de referintd din figura 4.40 si ca parametri unghiul 0
si raza r se poate scrie: d4 =rdrd6 si y == rcos 6.

In aceasta situatie :
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r*cos0ddr

¢
[da
)

c=

Jraa |
= 4.71)

g8 o
o
w2
@
=]
R

R
Irzdedr
0

A.4.5. Sa se determine centrul de greutate al placii plane omogene
prezentate 1n figura 4.41.

Se alege sistemul de referintd din figura 4.41 si se Tmparte suprafata
placii in subdomenii pentru care se cunoaste pozitia centrului de greutate.
Astfel, pentru sectorul circular distanta OC, se determina cu relatia (4.71):

. T
Sin —

0 - 244 4av2
vk 3 L 3n

b

4

at centrul de greutate C,, al patratului,
C se afla la intersectia diagonalelor,
G 2 iar centrul de greutate C,, al
triunghiului se afla la o treime de

baza si doud treimi de varf .
<% 2a Aplicind relatiile (4.63), in
cazul placilor plane omogene,
Fig.4.41. coordonatele centrului de greutate

C se calculeaza cu relatiile:

inAi
— i=1

n n
ZyiAi ZZiAi
_ . _ =l Lo =l
Xc s Vo= s Zc= -

ITED WD
i=1 i=1 i=1

In cazul problemei date, n = 3. Pentru usurinta calculului se lucreaza

Q
V.

\
Y

(a)

Subdomeniu X; Y, A, XA, VA,

o 4a 4a na’ a’ a’

3n 3n 4 3 3

G, a a 4a’ 4a’ 4q°

C 2 3 3

’ 2a+ E ﬁ a4 2a3+ a_ 2i

3 3 3 3
6a’ 1
Z (5- kil ) a’ 4 3 a
4 3
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tabelar:
Efectuand sumele (a) se obtine:
13 ;
s it
X = 6+=1,42a; yC=3—n= 1,03¢; z.=0.
5—-)a’ 5--)a’
( 4)a ( 4)

Teste.

T.4.10. Daca toate fortele F, din cadrul sistemului de forte oarecare ( F,

) aplicate unui solid rigid sunt rotite in jurul punctelor lor de aplicatie in
acelasi sens si cu acelasi unghi, atunci:

a) torsorul sistemului de forte (F,) este minimal;
b) torsorul sistemului de forte ( F,) nu se modifica;
¢) torsorul sistemului de forte (E ) se modifica;
d) torsorul sistemului de forte (F,) este nul;
T.4.11. Vectorul p, care defineste centrul fortelor paralele, are urmatoarele
proprietati:
a) nu se modificd dacad fortele F,, ce alcatuiesc sistemul de forte

paralele, luneca pe suporturile lor;
b) nu depinde de directia fortelor paralele;

¢) nu depinde de intensitatea fortelor F;

Ay

V=

Fig. 4.42. Fig. 4.43.

d) nu depinde de configuratia sistemului de forte ( F)).

T.4.12. Pentru placa omogena din figura 4.42 coordonata y. a centrului
de greutate este:

a) yo=28a/3m; b) yo=—27a/3m;
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¢) yo=—26a/3m; d) y-=25a/3m;

T.4.13. Pentru placa omogena din figura 4.43 coordonata y. a centrului
de greutate este:

a) ye=a/m; b)yc=—12a/m;

0)ye=—3a/m; d)yc=12a/m;

T.4.14. Conditia de echilibru pentru un sistem de forte (F,) coplanare
aplicate unui solid rigid, se exprima prin:

a) doua ecuatii de proiectie in raport cu doud axe perpendiculare
cuprinse in planul fortelor si o ecuatie de moment in raport cu o axa
perpendiculara pe planul fortelor;

b) doua ecuatii de proiectie in raport cu douda axe perpendiculare
cuprinse in planul fortelor si o ecuatie de moment in raport cu o axa
cuprinsa in planul fortelor;

¢) doud ecuatii de moment in raport cu doud axe perpendiculare pe
planul fortelor si o ecuatie de proiectie in raport cu o axa din planul fortelor;

d) doua ecuatii de moment in raport cu
doua axe perpendiculare pe planul fortelor si o
ecuatie de proiectie n raport cu axa definita
de punctele in care axele inteapa planul
fortelor.

T.4.15. Centrul de greutate al unei
jumatiti de sfera omogene de raza R (fig. -
4.44) se afla la:

@) 3R/7 de punctul O pe axa Oy;
b) 3R/8 de punctul O pe axa Oy;
¢) 3R/5 de punctul O pe axa Oy;

d) 3R/6 de punctul O pe axa Oy.
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4.9. ECHILIBRUL SOLIDULUI RIGID ACTIONAT DE FORTE

S-a aratat ca interactiunea dintre corpuri se poate manifesta prin contact
direct sau “la distanta”. Actiunea fortelor “la distanta* se exercitd asupra
fiecarei particule materiale din care este alcatuit corpul, proportional cu
masa acestuia. Din aceasta cauza aceste forte se mai numesc si masice.
Fortele “de contact” se manifestd numai in punctele de contact ale corpului

cu alte corpuri, deci In punctele de pe suprafata.

4.9.1. Corp liber si corp legat. Grade de libertate

Un corp material, un solid rigid, este liber cand se poate misca oricum in
spatiu sub actiunea fortelor aplicate asupra lui.

Corpul legat este corpul a carui miscare mecanica este stanjenita de alte
corpuri, prin anumite restrictii de natura geometrica, denumite legaturi.

Corpurile de referintd sunt acele corpuri care sunt legate solidar de
sistemul de referinta. Cu alte cuvinte, corpurile de referintda nu isi modifica
in timp pozitia fata de sistemul de referinta. Legaturile dintre corpul a carui
miscare mecanica se studiaza si corpurile de referintd sunt numite legdturi
exterioare. Dacda avem mai multe corpuri ce interactioneaza intre ele si in
acelasi timp cu corpurile de referinta, legaturile dintre ele sunt numite
legdturi interioare.

Un corp material solid liber
are sase grade de libertate
cinematica, adica sunt necesari
sase parametri pentru a-i defini
pozitia fatd de un sistem de
referinta. Daca se aleg trei
puncte necolineare ce apartin
solidului rigid: P,, P, P, se
poate constata ca ele definesc 3
?<3 . =9 paramstri pentru Fig. 4.45.
identificarea pozitiilor lor fata
de reperul considerat (fig. 4.45).

Py(x,y1,2)

V2 25)

3(X3,3,23)
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Pe de alta parte, deoarece, corpul material este considerat ca solid rigid,

distantele PP, , P,P,, P,P, rdman constante. Din aceastd cauza, Intre cei
noua parametri apar trei relatii de legatura de forma:

|pl,_g = =x ) 4=y H(z—2,) s =123 cuis (472)

Réaman deci numai sase parametri independenti care determina pozitia
solidului rigid.

Cei sase parametri independenti, ce pot fi notati generic ¢, (i=1,2,...,6)
poartd denumirea de coordonate generalizate ale corpului.

4.9.2. Echilibrul solidului rigid liber

Un corp solid rigid liber se afla in echilibru, sub actiunea unui sistem de
forte, atunci cand el nu-si modifica starea de repaus pe care o avea fata de
un reper oarecare inainte de aplicarea sistemului de forte.

Conditia necesara si suficienta pentru ca un corp solid liber sa ramana in
echilibru cand asupra lui actioneazi un sistem de forte ( F,) (i=1,2,...,n) este
ca sistemul de forte dat sa fie echivalent cu un sistem de forte nul. Aceasta
conditie este indeplinita atunci cind torsorul sistemului de forte (F,) este
nul Intr-un punct (vezi (4.39)).

Conditiile vectoriale (4.39) se exprima analitic prin trei ecuatii de
proiectie si trei ecuatii de moment conform relatiilor (4.46).

Daca sistemul de forte () este un sistem de forte coplanare, conditiile

vectoriale (4.39) se exprima conform celor prezentate in paragraful 4.7.1.

Ecuatiile prin care se pune conditia de torsor nul, al unui sistem de forte
ce actioneaza asupra unui solid rigid, poarta numele de ecuatii de echilibru.

In cazul problemei directe, atunci cind sistemul de forte (F,) este
precizat si se cere sa se determine pozitia de echilibru, problema este static
determinatd deoarece, in cazul unui sistem de forte oarecare in spatiu,
numdérul ecuatiilor de echilibru (sase) este egal cu numaérul necunoscutelor
(sase) ce determina pozitia de echilibru.

In cazul problemei indirecte, atunci cand se cunoaste pozitia de echilibru
a solidului rigid si se cere sa se determine sistemul de forte (F,) sub
actiunea caruia corpul ramane in repaus in pozitia data, problema este static
nedeterminatd, numarul necunoscutelor fiind mai mare decat cel al
ecuatiilor. Problema poate deveni static determinata daca sistemului de forte
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(F}) 1 se impune un numar de conditii, sub forma unor relatii fizice, astfel

incat aceste relatii, Impreuna cu ecuatiile de echilibru sa formeze un sistem
rezolvabil.

4.9.3. Echilibrul solidului rigid legat

Anterior s-a aratat ca un corp solid legat are miscarea ingradita de o
serie de restrictii de natura geometrica impuse corpului de legaturile
acestuia cu alte corpuri.

De asemenea, s-a precizat faptul ca orice legatura poate fi inlocuita
printr-o fortd, numita forta de legatura. in felul acesta corpul devine liber,
dar ramane cu restrictiile geometrice impuse de legaturi. Rezulta, ca fortele
de legétura nu pot fi introduse oricum, ele trebuie sa indeplineasca anumite
conditii, care la rindul lor sa reflecte restrictiile impuse de legaturi.

Problema echilibrului solidului rigid actionat de un sistem de forte ( F,)

cuprinde trei aspecte:
a) Dupa inlociurea legaturilor prin forte de legatura corpul devine liber

si sub actiunea fortelor efectiv aplicate F,* (i =1,2,...,n) si de legatura F;

(j=1,2,...,m), este in echilibru daca torsorul fortelor, in ansamblu, este nul
intr-un punct:

To(F*,F)) (4.73)

Relatia (4.73) constituie aspectul static al problemei si conduce la
scrierea ecuatiilor de echilibru.

b) Restrictiile de naturd geometrica impuse de legaturi sunt exprimate,
explicit sau implicit, de un numéar oarecare de relatii geometrice Intre
coordonatele generalizate g, ale corpului, aceste relatii constituind aspectul
geometric al problemei.

¢) Aspectul fizic al problemei consta in conditiile de natura fizica pe care
trebuie sa le indeplineasca fortele de legatura pentru a respecta restrictiile
geometrice impuse de legaturi.

Ecuatiile de echilibru impreuna cu relatiile geometrice si cu conditiile
fizice trebuie sa constituie un sistem complet de ecuatii in care,
necunoscutele trebuie sa fie egale, ca numar, cu ecuatiile sistemului.

De remarcat este faptul ca, in cazul corpului legat, problema se prezinta
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atat sub aspectul direct cat si indirect.
Acest lucru face ca necunoscutele sd se
imparta 1n necunoscute geometrice,
referitoare la parametrii corespunzatori
gradelor de libertate ramase corpului solid
(pe care le vom numi necunoscute .
principale) si 1n necunoscute fizice, [C’R}
referitoare la caracteristicile fortelor de
legétura (pe care le vom numi necunoscute
secundare). _

Cand corpul solid supus la legaturi nu Fig. 4.45.
are nici-un grad de libertate atunci se spune ci el are legaturi complete. in
acest caz problema se pune sub forma indirecta si ea este static determinata.
Daca insa corpul are legaturi mai multe decat 1i sunt necesare pentru a
ramane fara nici un grad de libertate, problema devine static nedeterminata.
Rezolvarea problemei, in acest caz, se face cu ajutorul relatiilor furnizate de
mecanica aplicata.

Pentru a putea preciza conditiile pe care sa le indeplineasca fortele de
legatura, impuse de principiul fortelor de legatura, trebuie cunoscute si
studiate tipurile de legaturi pe care un solid rigid le poate avea.

4.10. LEGATURILE SOLIDULUI RIGID

Un solid rigid poate avea urmatoarele tipuri de legaturi simple: reazem
simplu, articulatie, si Incastrarea.

Daca corpul solid are mai multe legaturi se spune despre el ca are
legaturi multiple.

4.10.1. Reazemul simplu punctiform

Un solid rigid se reazema simplu pe un alt corp atunci cand are un
singur punct de contact cu acesta (fig. 4.46).

Din punctul de vedere al gradelor de libertate, reazemul simplu
punctiform Tmpiedica deplasarea corpului (C) dupad directia normald la
planul tangent comun in punctul / la cele doua corpuri.

Punctul / se numeste punct teoretic de contact, deoarece atat corpul (C)
cat si corpul de referinta (CR) sunt considerate, In mecanica teoretica, rigide
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perfecte. In realitate insa, contactul dintre cele doua corpuri are loc pe o
mica suprafatd datorita deformabilitatii (reale) a corpurilor in zona de
contact (fig. 4.47, a). Zona de contact este cu atat mai mica cu cat corpurile
sunt in realitate mai rigide.

Se poate considera ca suprafata de contact (S) este plana si ca apartine
planul tangent comun in punctul teoretic de contact /. Aceastd modelare nu
duce la erori mari.

a“‘

.7 normala la plamml
anget corrmin

L

plaml tangent

COtmin [:S:) .

Al

Fig. 4.47.

Intre corpul (C) si corpul de referinta, in zona de contact exista o
infinitate de puncte comune, puncte de contact. Considerand fiecare punct
ca fiind supus unei legaturi pe suprafata (S), In urma ruperii acesteia se
introduc cele doua forte de legatura 7, si ¢,. Fortele normale 7, au
cunoscuta directia (paralela cu normala la (S) in [ (fig. 4.47, b), deci normala
pe planul tangent comun) si sensul.

Fig. 4.48.

Fortele 7, au suporturile in planul tangent comun la cele doua corpuri in
I (fig. 4.47, b). In felul acesta au luat nastere doua sisteme de forte: sistemul
de forte paralele 7, si sistemul de forte coplanare ;.
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Reducand cele doua sisteme de forte in punctul teoretic de contact / se

obtine o forta rezultanta R si un cuplu de moment M care se determini cu
relatiile (vezi fig. 4.48, a):
R=>n+>1
T4 __ _ 474
M=% M +> M
Daca se descompune forta R dupa normala la planul tangent comun si

dupa o directie cuprinsa in planul tangent comun se obtin doua componente
(fig. 4.48, b):

Ez]VJrT_";]V:Zﬁi;T:Zfi, (4.75)

unde N poarti denumirea de reactiune normald si T — reactiune
tangentiald sau fortd de frecare de alunecare.

Reactiunea normald N se opune deplasarii corpului pe directia normala
la planul tangent comun si:

— se aplica in punctul teoretic de contact;

— are directia normala pe planul tangent comun;

— sensul este in functie de legaturile diferitelor puncte din zona de
contact - unilaterale sau bilaterale;

— marimea poate fi oricit de mare.

Daca legatura este unilaterald atunci 0 < N < + 0, iar daca legatura este
bilaterala atunci —o0< N < +o0. In cazul legaturii unilaterale daca marimea
scalara a lui N rezultd negativa inseamna cd legatura nu exista (nu
functioneaza).

Reactiunea tangentiald T este generata de frecare si deci:

— se aplica in punctul teoretic de contact;

— are suportul cuprins in planul tagent comun;

— are sensul opus miscarii (sau tendintei de miscare) de lunecare pe
planul tangent comun;

— marimea sa nu poate depasi o valoare limita

T<T' (4.76)
In cazul “frecarii uscate” experimental s-a constatat:
T'=uN, 4.77)

in care p este un coeficient adimensional, denumit coeficient de frecare de
alunecare si verifica in general legile lui Coulomb.
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In cazul “frecarii umede”, cand se produce miscarea de alunecare, s-a
constatat experimental ca:

T'=kv (4.78)

unde k este un coeficient dimensional, iar v — marimea vitezei cu care
punctul de contact se deplaseaza, prin alunecare, pe suprafata de rezemare.

Cuplul de moment M se descompune dupa aceleasi directii ca
reactiunea R si se obtine (fig. 4.48, b):

M =M+M,; M=>Mun; M=>Mi. (4.79)

Cuplu de firecare de rostogolire M, depinde de marimea zonei de
contact si deci intensitatea lui are o marime limita. El are urmatoarele
caracteristici:

— punctul de aplicatie in punctul teoretic de contact;

— directia lui este cuprinsa in planul tangent comun;

— sensul lui este opus miscarii de rostogolire (respectiv tendintei de
rostogolire) a corpului (C) pe planul tangent comun;

— marimea lui scalara nu poate depasi o valoare limita:

M.< M! (4.80)
Experimental s-a constatat ca:
M! =sN (4.81)

unde s este un coeficient cu dimensiuni de lungime, denumit coeficient de
frecare la rostogolire; marimea acestuia depinde de rigiditatea corpurilor in
contact si de forma acestora in punctul de contact.

Cuplu de frecare de pivotare M , depinde de marimea si forma zonei de
contact si se opune miscarii de pivotare a corpului in jurul unei axe normale
pe planul tangent comun. El este caracterizat astfel:

— punctul de aplicatie este in punctul teoretic de contact;

— directia lui este normala la planul tangent comun;

— sensul lui este opus miscarii de pivotare (respectiv tendintei de
pivotare) a corpului;

— marimea lui scalara nu poate depasi o valoare limita:

M,< M, (4.82)

Experimental s-a constatat ca:
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M! =sN (4.83)

unde s" este un coeficient cu dimensiuni de lungime denumit coeficient de
frecare de pivotare; se determind experimental pentru fiecare caz in parte si
marimea lui depinde de forma si dimensiunile zonei de contact.

Trebuie facuta observatia ca atunci cand corpul (C) se afla in repaus,
trebuie examinat prin ce miscare (sau combinatii de miscari) este posibila
stricarea echilibrului; in concluzie, se vor introduce numai acele cupluri care
apar drept consecinta a tendintei de miscare.

4.10.2. Articulatia

Legatura unui solid rigid de tipul articulatiei poate fi de doua feluri:
articulatie spatiald (sau sfericd) si articulatie pland (sau cilindricd).

a) Articulatia spatiala sau sferica. Se spune cd un solid rigid este
articulat de alt corp atunci cand au un punct comun (fig. 4.49), denumit in
mod curent articulatie, in jurul caruia se pot roti oricum, unul in raport cu
celalalt.

Corpul ce prezinta o articulatie sferica ramane numai cu trei grade de
libertate in raport cu sistemul de referinta (CR). Aceste trei grade de liberate
sunt materializate 1n trei rotiri in jurul a trei axe trirectangulare.

Fig.4.49. Fig. 4.50.

Realizarea practica a acestui tip de legatura se face prin intermediul a
doua sfere. O sfera ce apartine corpului (C) si care este cuprinsa de a doua
sfera ce apartine corpului de referinta (CR). De mentionat este faptul ca
legitura se poate realiza si invers, sfera cuprinsa sa fie a corpului de
referinta.
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Din realizarea practicé a articulatiei sferice se poate constata ca de fapt
acest tip de legatura este in realitate tot un reazem simplu, dar de o forma
speciala (fig. 4.50). Datoritd formei sferice a legaturii, punctul teoretic de
contact / poate sa fie oriunde pe suprafata sferei fixe (cea care apartine (CR)
si care are centrul in punctul O, (fig. 4.50)) .

Introducand fortele si cuplele de momente ce apar intr-un reazem
simplu, si reducandu-le apoi in centrul sferei fixe se obtine:

R=N+T (4.84)
M,=M,+ M,+0,1 xT (4.85)

Centrul sferei fixe O, se numeste punctul teoretic de articulatie, iar raza
sferei fixe r,, raza articulatiei. Din relatia (4.85) se constata ca momentul

M ,este creat de frecarile de alunecare, de rostogolire si de pivotare ce apar
intre sfera fixa si cea mobila.

Reactiunea din articulatie R este definita astfel:

— punctul de aplicatie este in centrul sferei fixe, O;

— directia si sensul sunt oarecare deoarece punctul / poate fi oriunde pe
sfera fixa;

— marimea ei scalard poate fi oricdit de mare datoritd principiului
rigiditatii;

Cuplul de firecare din articulatie M , este definit astfel:

— punctul de aplicatie este in centrul sferei fixe, O;;

— directia si sensul sunt oarecare;

— marimea lui scalara nu poate depasi o valoare limita si anume:

M, < M|, (4.86)
unde valoarea limita poate fi luata sub forma:
M' =\R (4.87)

in care A este coeficientul de frecare din articulatie, cu dimensiunea unei
lungimi; de la caz la caz, A se determina experimental.

b) Articulatia cilindrica sau plani. In cazul acestui tip de legatura, cele
doua sfere sunt inlocuite de doi cilindri, fapt ce face ca fortele de legaturd N si
T sa fie situate intr-un plan perpendicular pe axele celor doi cilindri (fig. 4.51)
si cuplul de frecare de pivotare M , $& nu existe. Sensul lui T este legat de
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sensul cuplului de frecare de rostogolire M, , din punctul / ( de fapt,
rostogolirea se produce in jurul generatoarei comune ce trece prin /).

In consecintd, deoarece T si M . ating concomitent valorile lor limita,
rezulta:

M'= M +rT'=sN+wN=(s+u)N;

M'=AR=A\N>+(T")* = NAy/1+ 1’
unde r este raza cilindrului fix.

In final se obtine:
S+ ur

tendinta de A= ——— 4.88
tostogolire ﬁ /1+“2 ( )
tendinta de 2 M _ Prin natura suprafetelor in contact

din articulatie (de obicei ele sunt

prelucrate fin) se poate neglija p* in
raport cu 1 si deci :

A=s+ur (4.89)

De asemenea, cilindrii ce alcatuiesc
articulatia sunt rigizi si au razele mici,
apropiate ca valoare. Din aceasta cauza s se poate neglija in raport cu pr si
se poate lua:

Fig. 4.51.

A= pr (4.90)

Sunt insa cazuri cand frecarea de orice naturd se poate neglija. In aceasta
situatie singura fortd de legaturd ce apare este R(=N) ce are necunoscute
marimea si sensul.

Deci, in cazul articulatiei cilindrice rezultanta fortelor de legatura se afla
in planul fortelor efectiv aplicate, iar cuplul de frecare are directia
perpendiculara pe acest plan, opunandu-se miscarii posibile.

4.10.3. incastrarea

Se spune ca un corp este Incastrat in alt corp atunci cand ele sunt perfect
intepenite unul in altul.

In aceasta situatie corpul (C) nu mai are nici-un grad de libertate fata de
corpul de referinta (CR) (fig. 4.52, a).
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Se constata ca o parte dintre punctele corpului (C), situate pe suprafata
de contact, sunt obligate sa ramana fixe pe suprafata similara a corpului de
referinta.

Eliberand punctele respective se introduc fortele de legatura _l., oricum
dispuse si oricat de mari (fig. 4.52, b).

Reducand acest sistem de forte intr-un punct / oarecare, denumit punct
teoretic de incastrare, rezulta o fortd R si un cuplu de moment M, .

Forta R , numita reactiunea din incastrare, este definita astfel:

— punctul de aplicatie este in punctul teoretic de incastrare;

— directia si sensul sunt oarecare;

— intensitatea este oricat de mare.

Cuplul de moment M,, cuplul de moment din incastrare, are
urmaétoarele caracteristici:

al b
Fig. 4.52.
— punctul de aplicatie este in punctul teoretic de incastrare;
— directia si sensul sunt oarecare;

— intensitatea este oricat de mare.
Daca fortele efectiv aplicate ce actioneaza corpul (C) sunt coplanare,

atunci incastrarea este o incastrare pland, la care forta R are directia
cuprinsd in planul fortelor, iar cuplul de moment M, are directia
perpendiculara pe planul fortelor.

4.10.4. Reprezentarea grafica a diferitelor tipuri de legaturi

Tipurile particulare de legaturi pe care un solid rigid le poate avea cu
sistemul de referinta si care au fost prezentate anterior sunt schematizate atat
in mecanica teoretica cat si in mecanica aplicata astfel:
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a) reazemul simplu punctiform la
care s-au neglijat toate frecarile, ca
in figura 4.53, a; forta de legatura N
are totdeauna directia
perpendiculara pe cele doud linii
paralele;

b) articulatia plana la care, de
asemenea s-au neglijat frecarile,
ca in figura 4.53, b; cele doua
forte de legatura introduse V si H
pot fi introduse oricum dar cu
conditia de a avea intotdeauna

Fig. 4.53.

suporturile perpendiculare intre ele;
¢) Incastrarea pland ca in figura 4.53, ¢; si aici trebuie ca fortele de
legatura V' si H sa aiba suporturile perpendiculare intre ele.

Aplicatii.

A.4.6. O bard AB de lungime 2/ si greutate P este lasata sa lunece pe
suprafata interioarda a unui semicilindru neted de raza R. Se cere s se
determine pozitia de echilibru prin intermediul unghiului 0 (fig. 4.54).

Datorita faptului ca nu
exista frecare, bara AB
aluneca pe suprafata
interioard a semicili-ndrului
pana in pozitia de echilibru.

Fie 0 unghiul
corespunzator pozitiei de
echilibru (fig. 4.54).

Corpul 4B fiind supus la
legaturi in 4 si C, pentru a
putea pune conditia de torsor
nul (vezi relatia (4.73)) va
trebui sa rupem legaturile si
sa introducem fortele de

legatura.
In punctul 4 bara prezinta o legitura de tipul reazemului simplu

punctiform fara frecare. Deci singura forta ce apare este N , perpendiculard

pe planul tangent comun (la bara si cilindru) in 4.
In punctul C legétura barei este tot un reazem simplu punctiform fara
frecare, de data aceasta planul tangent comun fiind chiar planul barei si deci

N.1AB.
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Forta efectiv aplicatd P si fortele de legatura N, si N, fiind cuprinse

in acelasi plan, conditia (4.73) se transpune in trei ecuatii scalare: doua de
proiectie si una de moment.

(z Pr(F, )y = 0): N,c0s20 — N sinf = 0,

(a)

(Z pr(F )y = 0): Nsin20 + N.cosd — P= 0,
(b)

(Z M,F)= O): —PlcosO + N2RcosO = 0.
(c)

: . Pl :
Din ecuatia (c) rezultd N, = R deoarece cosf = 0 = 6 =m/2 , solutie

neacceptabila deoarece in acest caz bara AB ar avea pozitie verticala. Deci
cos # 0.
Din ecuatia (a) rezulta:

sin© _il sin©
“c0s20 2R co0s20’

Inlocuind N, si N in (b), prin prelucrare, se obtine:

2¢0s’0 — L cosO—1=0.
2R
(d)
Solutiile ecuatiei (d) sunt:
2
Lo

1
S8R~ 4\ 4R

2
dintre care cosb = i+11/1—2+8 permite determinarea unghiului 6
8R 4 V4R

pentru pozitia de echilibru:

+8

cosO =

2
0 = arc cos(i+— !

+8).
8R 4\ 4R? ) ©
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Problema propusa nu poate avea solutie pentru orice valori ale lui R si /
deoarece cosO < 1. Din aceasta cauza:

I 1|7
—+—1/—2+8 < 1
S8R 4 V4R
. Rezulta [/ < 2R, ce are ca
tendinta de . . . o
lunecare semnificatie fizica faptul ca centrul de
greutate al barei (punctul de aplicatie al
fortei P ) este situat in stinga punctului
C.
Pentru ca bara 4B sia ramana in

echilibru, este sufucient ca cele trei
forte coplanare N, , N, si P si aiba

suporturile concurente intr-un punct, de
exemplu in /. De fapt, bara AB va
luneca pe suprafata interioara a

semicilindrului pana cand punctul / se va afla pe suportul fortei P . In
aceastd situatie d =0 si A(F,) =0, (deoarece AN ,) =0 si M(N,)
=0). Rezulta:

Fig. 4.55.

P[2Rc0s26 — IcosO] =0,

sau

cos20 —L cosO =0,
2R

ce conduce la aceeasi ecuatie (d) cu solutia (e).

A.4.7. Un cilindru de raza r si greutate P este mentinut in echilibru pe un
plan inclinat cu ungiul de cea mai mare panta a de o forta F aplicata in
centrul de greutate si paralelad cu linia de cea mai mare panta (fig. 4.47). Cat
de mare trebuie sa fie intensitatea fortei F' pentru ca cilindrul sa raména in
echilibru daca este considerata atat frecarea de lunecare prin coeficientul de
frecare de lunecare p, cat si frecarea de rostogolire prin coeficientul de
frecare de rostogolire s?

Se poate constata ca cilindrul de raza r se sprijina cu frecare pe planul
inclinat. Din aceasta cauza pe langa forta de legatura normala N apare si
forta de frecare de alunecare T , al cirei sens a fost adoptat in ipoteza ca
tendinta de lunecare a cilindrului este n susul planului inclinat (fig. 4.47).
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Considerand ca miscarea de pivotare nu se produce, singurul cuplul de
frecare ce apare este cuplu de frecare de rostogolire M, al cirui sens a fost,
de asemenea, adoptat arbitrar considerand ca tendinta de rostogolire a
cilindrului este in susul planului inclinat (fig. 4.47).

Sistemul de forte efectiv aplicate (P si F) si de legatura (N,T),
formeaza un sistem de forte coplanare, iar cuplul M, fiind perpendicular pe
planul fortelor, ecuatiile de echilibru sunt in numar de trei. Ele vor fi scrise
astfel: o ecuatie de proiectie pe directia planului inclinat, o ecuatie de
proiectie pe o directie normala la planul inclinat si o ecuatie de moment 1n
raport cu punctul 4:

F—Psina—T=0; ®
N—Pcosa=0; (8)
M, — Fr+ Prsina. = 0. (h)

Se poate constat cd sunt patru necunoscute (méarimile fortelor F, N, T si
marimea cuplului M,) si doar trei ecuatii. Din aceasta cauza langa conditiile
de echilibru de natura statica trebuie precizate si conditiile de natura fizica
(conditiile de natura geometrica fiind implicite):

T £ uN (1)
M. < sN. 0)

Echilibrul se poate strica fie prin alunecare, fie prin rostogolire, fie prin
alunecare si rostogolire. Mai intdi se va studia pierderea echilibrului prin
alunecare, apoi prin rostogolire, urmand ca in final sd se faca o analiza a

diferitelor cazuri.
Conditia de nealunecare. Din ecuatia (f) rezulta:

T=F — Psina,,
iar din (g)
N = Pcosa.

Inlocuind aceste valori in inegalitatea (i) rezulta:
F < P(sina + pcosa).

Pentru a determina valoarea fortei £ la care cilindrul nu va aluneca in
josul planului, in ultima relatie se schimba sensul inegalitatii si semnul
coeficientului de frecare de lunecare. Rezulta:

F > P(sing, — p-cosau).

Coditia generala de nealunecare a cilindrului pe planul inclinat va fi :
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P(sina — pcosa) < F < P(sina + pcosa). (k)

Conditia de nerostogolire. Din ecuatia (h) se determina:
M, = Fr — Prsina.
Inlocuit in (j) el ne duce la valoarea fortei F pentru care cilindrul nu se
rostogoleste in susul planului inclinat:

. s
F < P(sina + —cosa).
r

Pentru ca echilibrul sa nu se strice prin rostogolire in josul planului forta
F trebuie sa indeplineasca conditia:

F > P(sina — ﬁcosot).
r

Coditia generala de nerostogholiore a cilindrului pe planul inclinat va fi
deci:

P(sina — &l cosa) < F < P(sino + &l cosa.). )]
r r

Din analiza inecuatiilor (k) si (1) se evidentiaza urmatoarele modalitati
de pierdere a echilibrului rotii:

— daca p < s/r atunci echilibru se pierde prin alunecare;

— daca p > s/r atunci echilibrul se pierde prin rostogolire;

— daca p = s/r atunci echilibrul se pierde atat prin alunecare cat si prin
rostogolire.

De obicei la rotile de vehicole p > s/r din care cauza la urcare roata
incepe mai intai sa se rostogoleasca.

Teste

T.4.16. O articulatie sferica rapeste unui solid rigid:
a) doua grade de libertate;

b) trei grade de libertate;

¢) patru grade de libertate;

d) cinci grade de libertate.

v i _
Fi7777 i i iddddiiiidd T77 777 7777777707 77777
Fig. 4 56. Fig. 4.57.
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T.4.17. O articulatie cilindrica rapeste unui solid rigid:

a) doua grade de libertate;

b) trei grade de libertate;

¢) patru grade de libertate;

d) cinci grade de libertate.

T.4.18. Bara 4B de lungime 2/ si greutate G este articulata in 4 si se
sprijind pe un semicilindru neted de razad r (fig. 4.56). Forta de legatura
dintre bara si semicilindru are valoarea:

a) Glir; b) Gl/rsina; ¢) Glsina/r  ¢)— G/l

T.4.19. Bara AB de lungime 2/ si greutate G este articulatd in A4 si se
sprijind pe un cilindru neted de raza r (fig. 4.57). Forta de legatura dintre
bara si cilindru are valoarea:

a) Gicosa'ctgg;
r 2

3F lF
a
C 2F b) Gisinoc-ctgg;
a 3a r 2
2a
c)Gisinovth;
i vs\‘]MA d 2
IFFIT ) o
Fig. 4.58. d) G;COSO‘"gE-

T.4.20. Pentru cadrul din figura 4.58. valoarea momentului din
incastrarea A este:

a)3Fa; b)4Fa;
¢)5Fa; c¢)6Fa.
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5. STATICA SISTEMELOR DE CORPURI

5.1. DEFINITIE, LEG@TURI_, FORTE EFECTIV APLICATE,
FORTE DE LEGATURA

Un sistem de corpuri constd dintr-un grup de corpuri, legate intre ele
prin legaturi de tipul celor examinate in capitolul 4.10: reazeme simple,
articulatii sau incastrari.

Un corp ce apartine sistemului poate avea legaturi exterioare cu unul sau
mai multe corpuri de referinta, in unul sau mai multe puncte ale lui. De
asemenea, el poate avea legaturi interioare cu unul sau mai multe corpuri
din sistem, In unul sau mai multe puncte ale lui (fig. 5.1).

Legaturi interioare

Legéturi exterioare
Sistemul de repere

Fig. 5.1.

Ca urmare fortele de legatura ce apar in cadrul unui sistem de corpuri
pot fi:

— forte de legaturd exterioare — cele care se manifesta intre corpurile ce
alcatuiesc sistemul si corpurile de referinta;

— forte de legatura interioare — cele care se manifesta intre corpurile ce
alcatuiesc sistemul.

Referitor la fortele care apar in cazul sistemelor de corpuri — forte
efectiv aplicate si forte de legatura — trebuie precizat ca operatiile
elementare de echivalentd nu se pot aplica decat asupra fortelor ce
actioneaza asupra fiecarui corp in parte.
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Iar in ceea ce priveste fortele de legatura interioare, acestea sunt egale
doud cate doud si direct opuse, conform principiului egalitatii actiunilor
reciproce.

5.2. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE CORPURI
ACTIONATE DE FORTE

Pentru ca un sistem de corpuri actionat de forte sa fie in echilibru este
necesar ca fiecare dintre corpurile ce-l alcatuiesc sa se afle in echilibru fata
de un reper ales. In acest fel, fiecare corp este in echilibru si fata de celelalte
corpuri din sistem. Rezulta de aici necesitatea izolarii fiecarui corp in parte
(fig. 5.2).

Fig. 5.2.

Acest lucru se realizeaza prin ruperea tuturor legaturilor, atat cele
exterioare cat si cele interioare si Inlocuirea lor cu forte corespunzatoare
fiecarui tip de legaturd in parte, in baza pricipiului fortelor de legatura.
Trebuie avut in vedere ca in cazul fortelor de legatura interioare acestea
trebuiesc introduse pe corpurile pe care apar, ca perechi de forte egale si
direct opuse:

(5.1)
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indicii jj aratd ca sistemul de forte de legatura interioara este format din
forte care sunt aplicate corpului (C)) si care reprezintda actiunea mecanica a
corpului (C)), asupra corpului (C).

In urma izolarii corpurilor, fiecare corp din sistem, actionat atat de
fortele efectiv aplicate, cat si cele de legatura, devine liber si, deci, i se pot
pune conditiile de echilibru sub forma (4.73). Relatiile statice obtinute din
conditiile (4.73) se completeaza, pentru fiecare corp in parte, cu relatiile de
naturd geometrica, unde este cazul, si cu relatiile de natura fizica.

In felul acesta din conditiile de natura statica, pentru fiecare corp in
parte, se obtine un sistem de 6 ecuatii (sau 3 ecuatii in cazul in care sistemul
de forte efectiv aplicate si de legatura ce actioneaza asupra corpului
formeazd un sistem coplanar de forte). Acest sistem se completeazd cu
ecuatiile de natura geometrica si fizica — acolo unde este cazul.

Reunind ecuatiile scrise pentru toate corpurile, se obtine sistemul global de
ecuatii care exprima conditiile de echilibru pentru sistemul de corpuri studiat.
In cadrul acestui sistem necunoscutele ce pot apare pot reprezenta, pe de o
parte, parametrii prin intermediul carora sistemul de corpuri se afla in echilibru,
iar pe de alta parte, fortele din cadrul sistemului, In general marimi scalare ale
fortelor de legatura.

Pentru ca sistemul sa aiba solutie trebuie ca numarul total al ecuatiilor sa
fie egal cu numarul general al necunoscutelor.

5.2.1. Teorema echilibrului partilor

Deoarece, in cadrul unui sistem de corpuri aflat in echilibru fata de un
reper ales, fiecare corp 1n parte se afla in echilibru fata de reperul considerat si
fata de celelalte corpuri, rezulta ca doua sau mai multe corpuri, ce formeaza
un subsistem, se afla In echilibru fatd de celelalte corpuri ce alcatuiesc
sistemul. De aici, posibilitatea ca un sistem de corpuri sa fie impartit in doua
sau mai multe subsisteme pentru care echilibrul se exprima ca si cand ar
forma fiecare un sistem rigid. Bineinteles cd, in aceasta situatie toate fortele
interioare dintre corpurile ce alcatuiesc subsistemul nu vor apare, fiind
specificate numai fortele efectiv aplicate asupra subsistemului si fortele de
legatura dintre corpurile subsistemului si corpurile de referinta, pe de o parte,
si celelalte corpuri ale sistemului, pe de alta parte.

Avantajul metodei bazatd pe teorema echilibrului partilor constd in
aceea cd se pot determina anumiti parametri sau forte de legdturd prin
scrierea unui numar mult mai mic de ecuatii decat in cazul metodei izolarii
corpurilor.
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Se face precizarea ca ecuatiile de echilibru dobandite prin metoda
echilibrului partilor nu constitue ecuatii suplimentare la sistemul general de
ecuatii, obtinut atunci cand echilibrul sistemului de corpuri se studiaza izoland
fiecare corp in parte.

5.2.2. Teorema solidificarii

Teorema solidificarii demonstreaza ca daca un sistem de corpuri rigide
supuse la legaturi exterioare se afla In echilibru sub actiunea unui sistem de
forte efectiv aplicate, el ramane in echilibru sub actiunea acestor forte si in
cazul 1n care ar deveni un rigid cu legaturile exterioare initiale. Pe baza
acestei teoreme se poate considera sistemul de corpuri ca un singur solid
rigid care trebuie sa fie 1n echilibru sub actiunea fortelor efectiv aplicate si a
fortelor de legatura exterioare. In felul acesta ecuatiile de echilibru ce pot fi
scrise vor contine numai fortele efectiv aplicate si fortele de legatura
exterioare. Prin rezolvarea acestor ecuatii se pot determina anumiti
parametri de echilibru si/sau anumite forte de legaturda exterioare si se pot
verifica calculele efectuate prin celelalte metode.

Se precizeaza si in acest caz, ca ecuatiile de echilibru dobandite prin
metoda solidificarii nu constitue ecuatii suplimentare la sistemul general de
ecuatii obtinut prin metoda izolarii corpurilor.

5.3. GRINZI CU ZABRELE

Grinzile cu zabrele constituie sisteme de bare, indeformabile din punct
de vedere geometric, numite zdbrele.

Zabrelele sunt legate atat intre ele cat si de corpurile de referinta prin
articulatii situate la capetele lor.

Locul unde se leaga doua sau mai multe bare se numeste nod.

Fortele efectiv aplicate ce actioneaza asupra zabrelelor sunt aplicate
numai la nodurile acestora.

Legaturile exterioare ale unei grinzi cu zabrele sunt complete, in sensul
ca acestea nu permit grinzii nici o miscare provocatd de fortele efectiv
aplicate, fata de un reper dat.
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In cazul in care toate zabrelele ce alcatuiesc grinda si fortele ce le
actioneaza sunt continute intr-un plan, grinda cu zabrele este numita gindd
pland (fig. 5.3), In caz contrar este grindd spatiald.

In functie de pozitia pe care o ocupa, barele unei grinzi cu zabrele poarta
diverse denumiri (fig. 5.3): tdlpi (barele care formeaza conturul grinzii cu
zabrele); diagonale si montanti (barele care au axele perpendiculare pe talpi
la grinzi cu talpile paralele).

Pentru ca o grindd cu
zabrele sa constitue un sistem
indeformabil din punct de Diagonale
vedere geometric, intre numarul
barelor » si numarul nodurilor

n, trebuie sa existe relatia:
b>2n-3 2
> _
= <=2, (-2) Talpa inferioara

pentru grinzi cu zabrele plane; Fig. 5.3.

Talpa superioara

b>3n-6, (5.3)

pentru grinzi cu zabrele plane.

Dupa cum se va demonstra In continuare aceste conditii insa nu sunt
suficiente pentru ca orice grinda cu zabrele — palana sau spatiala - sa fie si
static determinata.

5.3.1. Calculul grinzilor cu zabrele

Izoland o bara din cadrul unei grinzi cu zabrele prin sectionarea

articulatiilor de la capete, pentru ca ea sa ramana in echilibru sub actiunea
fortelor de legatura R, si R,
(fig. 5.2, a) trebuie ca aceste /IT ]Tj/ ITJ/
forte sa aiba directia axei Y _ .
barei, sensurile contrare si J J J
modulele egale (fig. 5.4, b).

Rezulta ca barele unei g~
grinzi cu zabrele sunt sau ~g_ —
intinse sau comprimate. Asa i
dar, daca se sectioneazia o
bara si se introduce forta de a) b)
legatura, care sa reprezinte Fig.5.4.
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actiunea partii inlaturate asupra partii ramase, aceasta va avea, de asemenea,
directia axei barei. Acesta forta de legatura poarta numele de efort sectional
axial si el poate fi de compresiune sau de intindere.

Problema care se pune este determinarea acestor eforturi sectionale. Din
acest punct de vedere relatiile (5.2) si (5.3) sunt necesare, dar nu si
suficiente pentru a realiza o grinda cu zabrele static determinata, adica o
grinda cu zdbrele la care se pot determina eforturile din bare. Din aceasta
cauzd pe langa aceste conditii trebuie pusa si conditia de stricta
indeformabilitate, ce va fi prezentatd ulterior. Grinzile cu zabrele ce nu
indeplinesc aceasta conditie sunt denumite sisteme critice.

Metodele de determinare a eforturilor sectionale in barele unei grinzi cu
zabrele, utilizate in continuare, au la bazd teoremele prezentate la
echilibrului unui sistem de corpuri actionat de forte (v. par. 5.2).

Metoda separarii nodurilor. Aceasta metodd are la bazda metoda
separdrii corpurilor si constd in izolarea fiecarui nod al grinzii cu zabrele.
Izolarea se efectueaza prin sectionarea tuturor barelor adiacente unui nod si
introducerea eforturilor sectionale axiale cu sensul lor pozitiv, care, in mod
convetional, este cel de
intindere (fig. 5.4). Daca
nodul izolat prezinta legaturi
exterioare atunci acestea se
inlocuiesc cu fortele de
legdtura corespunzitoare. De
asemenea, daca iIn nodul
izolat exista si forte efectiv
aplicate, ele trebuie luate in
considerare.

in felul acesta se izoleaza
fiecare nod si fiecare bara.
Asa cum s-a aratat, eforturile
din bare sunt axiale deci eforturile aplicate in noduri au directiile cunoscute.
Pentru determinarea marimilor acestora ramane sid se exprime numai
echilibrul fiecarui nod.

Din cele prezentate rezulta ca in fiecare nod izolat va exista un sistem de
forte concurente. Prin exprimarea echilibrului tuturor nodurilor se vor scrie
n relatii de forma:

Fig. 5.4.

F, + Y N, =0(i#)

i=1
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incare F, = F* + F, reprezinta suma tuturor fortelor efectiv aplicate si de

legatura din nodul i.

Relatiile vectoriale (5.4) duc la scrierea a 2n relatii scalare in cauzul
grinzii cu zabrele plane si la 3n relatii in cazul grinzii cu zabrele spatiale. in
ecuatiile astfel obtinute apar ca necunoscute eforturile sectionale N; si
fortele de legatura exterioare. Cum N; = N, numérul eforturilor din bare este
egal cu numarul barelor b.

In cazul unei grinzi cu zibrele plane vor exista 2n ecuatii cu b +3
necunos-cute, iar in cazul grinzii cu zébrele spatiale, 3n ecuatii cu b + 6
necunoscute.

Rezulta cé eforturile in barele unei grinzi cu zabrele se pot determina
daca relatiile (5.2) si (5.3) sunt satisfacute la limitd. Aceasta reprezinta
conditia de strictd indeformabilitate.

Cele 2n, respectiv 3n ecuatii se rezolva usor apeland la tehnici moderne
de calcul. In anumite cazuri insa, sistemul general de ecuatii se poate
rezolva usor atunci cand, de exemplu, o grinda plana este alcatuita din bare
care formeaza triunghiuri juxtapuse in plan. In acest caz exita intotdeauna
un nod unde sunt doar doua bare in care eforturile sunt necunoscute si care
prin scrierea conditiilor de echilibru pot fi determinate. Odata cunoscute
aceste eforturi, se poate trece la izolarea unui nod vecin celui studiat in care,
de asemenea, sa existe numai doua bare in care eforturile sunt necunoscute.
In felul acesta se pot determina toate eforturile prin scrierea de ecuatii
simple, in care sa apara cel mult doua necunoscute.

Acesta metoda comporta cunoasterea fortelor de legatura exterioare, cel
putin 1n primul nod de la care incepe scrierea ecuatiilor.

Daca nu exista nici un nod in care fortele exterioare (efectiv aplicate si
de legaturd) sa fie cunoscute si sa existe cel mult doud bare concurente
(pentru grinda pland), atunci fortele de legédturd se vor determina prin
teorema solidificarii.

Aceastd metoda permite
determinarea tuturor
eforturilor din bare, insa
volumul de lucru este mare,
iar corectitudinea rezultatelor
poate fi verificata numai
dupa  scrierea  ultimilor
ecuatii. Daca se constatd ca
ecuatiile de verificare nu sunt
indeplinite, nu se cunoaste
unde este gresala si calculul
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trebuie reluat de la prima la ultima ecuatie.
Existenta erorilor de calcul poate fi pusda in evidentd prin utilizarea
teoremei echilibrului partilor sau a solidificarii.

Metoda sectiunilor oarecare. Aceasta metoda se bazeaza pe teorema
echilibrului partilor si consta in impartirea grinzii cu zabrele In doua parti
distincte printr-o sectiune oarecare. In cazul grinzii cu zabrele plane,
sectiunea trebuie sa taie cel mult trei bare neconcurente in care eforturile sa
fie necunoscute. Pentru barele sectionate se introduc eforturile sectionale cu
sensurile lor pozitive dupa care se exprima echilibrul uneia dintre parti. In
cazul grinzii cu zabrele plane vor rezulta trei ecuatii de echilibru in care,
pentru a obtine solutii nu trebuie sa apara mai mult de trei necunoscute.
Ecuatiile de echilibru se vor alege si se vor scrie in mod convenabil astfel
incat in fiecare din ele sa apara doar o necunoscuta.

Spre exemplu, pentru grinda cu zabrele din figura 5.5, in urma sectionarii se
alege pentru exprimarea echilibrului partea dreapta (cea in care sunt nodurile 4
si 5) deoarece este mai simpla si sunt mai putine forte efectiv aplicate si de
legatura.

Pentru scrierea ecuatiilor de echilibru se aleg ecuatii de moment. Astfel
pentru determinarea efortului Vs, se va scrie ecuatia de moment in nodul 4
deoarece fata de acest nod, eforturile N,, si N,; nu dau moment. Pentru
determinarea efortului N,, se va scrie o ecuatie de moment in raport cu
nodul 3, iar pentru determinarea efortului N, se va scrie o ecuatie de
moment 1n raport cu punctul / (cu toate ca se vor intampina dificultati la
exprimarea bratelor fortelor).

Aceastd metoda prezinta avantajul ca permite sa se determine anumite
eforturi sectionale repede si exact, fara a scrie un numar mare de ecuatii.

La fel ca si in cazul metodei izolarii nodurilor, in anumite situatii, este
necesara cunoasterea prealabila a fortelor de legatura exterioare (prin
aplicarea teoremei solidificarii).

In practica, de cele mai multe ori, cele doua metode se aplica cuplat intr-
un mod avantajos.

Aplicatii.

A.5.1. Doua sfere omogene, identice, de raza r, fiecare avand greutatea
G, sunt asezate 1n interiorul unui cilindru drept, de raza R, deschis la ambele
capete, si care std pe o masd orizontala asprd. Sa se determine greutatea
minima a cilindrului, necesara pentru ca el sa nu se rastoarne, neglijand
grosimea peretilor lui.

Pentru rezolvarea problemei se aplica metoda izolarii corpurilor. Astfel,
izoland cilindul, asupra lui actioneaza, pe langa forta efectiv aplicata Q, si
cele doua forte de legatura interioare N, si Np. Forta de legatura exterioara
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N pentru situatia de echilibru trebuie sa aiba punctul de aplicatie in
interiorul perimetrului de sprijin al cilindrului. Deoarece ne intereseaza
valoarea minima a greutatii O pentru ca sistemul sd ramana in echilibru,
vom introduce reactiunea N in punctul 4 (se va neglija grosimea peretelui
cilindrului), studiind 1n acest caz echilibrul la limita (fig. 5.7).

-
N, Ho
¥ -
N, e - .
r sine + 7 I ﬂi;-'—'g“ N s + 7
By
; B P A B
Fig. 6.7

Ecuatiile de echilibru au forma:

NC_NDZO;
N-Q0=0;

Ncor (2sina +1) = Npyr— QR =0.

In figura 5.8 sunt prezentate cele doua sfere cu fortele efectiv aplicate si

de legatura ce le actioneaza.

Se poate constata ca
sistemele de forte astfel
obtinute sunt compuse din
forte concurente si
coplanare, deci, conditiile
de echilibru se exprima
doar prin doud ecuatii de
proiectie (pe orizontala si
verticald). Astfel pentu
sfera din figura 5.8, a
ecuatiile de echilibru au
forma:

Np— Ngcosa =0;
Nz — G — Ngsina = 0.
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Pentru sfera din figura 5.8, b ecuatiile de echilibru sunt:

Ngcosa.— N.=0;
Nysina — G =0.

Prin rezolvarea succesiva a ecuatilor prezentate si prin eliminarea
fortelor de legatura interioare se obtine:

G

Neg=——; Nc =N, = Getgoy,
sino
N =2G; 2Greosa = QOR.
Valoarea minima a greutatii Q pentru ca cilindrul sa nu se rastoarne este:
R-r R—-r

Opin= 2GT , deoarece coso. = (vezi fig. 5.6).

A.5.2. Pentru grinda cu zabrele din figura 5.9 solicitata de forta F
aplicatd in nodul 3, se cere determinarea eforturile sectionale din bare.

Pentru determinarea eforturilor sectionale se foloseste metoda separarii
nodurilor. Se poate constata cd In cazul grinzii cu zabrele analizate nu este
necesar ca, in prealabil, sa se determine fortele de legatura exterioere (V,,
V,, H,), deoarece metoda aplicatd incepe prin separarea nodului 3. In acest
nod sunt concurente decat 2 bare, astfel incat, prin scrierea ecuatiilor de
echilibru (2 la numaér) se pot determina cele doud eforturi sectionale in

functie de forta efectiv aplicata F. Se trece apoi — in ordine — la nodurile 2,1
si 4 obtinandu-se urmatorul sistem de ecuatii:

N,, sin30° + F = 0; N,;— N, sind5° = 0;

Ny + Ny, cos45” = 0; N;, + N, , cos30° = 0;

Ny + Ny, c0s45° = 0; Ny, cosd5’—V, =0,

N, 8in60° — Ny, + H,=0; N, c0860° + N, , — V, = 0.

Folosind egalitatii N, ; = Ny,; Ny, =Ny s Ny, =Nyy; Ny =N, siN,, =
N,, se rezolva, pe rand, ecuatiile anterioare, obtinandu-se eforturile din
bare, precum si reactiunile din legaturi.

Astfel:

N3—4:N4—3:_2F; N2,3:N3_2:F\/§; N1,2:N2_1:F\/g;
N4-2=Nz-4=_F\/§; N4.1=N1_4=—F\/§; V1=F\/§;
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Fig. 5.9.
H,=0; V,=F(1++/3).

Verificarea rezultatelor se poate face folosind teorema solidificarii prin
scrierea ecuatiilor de proiectie pe orizontala si pe verticala si a ecuatiei de
moment in raport cu nodul 4:

H,=0; F+V,-V,=0; Vya—F-actg30°=0.

A.5.3. Pentru cadrul cu trei articulatii din figura 5.10, a se cere sa se
determine fortele de legatura.

Cele doua corpuri care alcatuiesc sitemul de cadre sunt legate intre ele
prin intermediul articulatiei B, iar de corpul de referintd prin intermediul
articulatiilor 4 si C. Toate cele trei articulatii sunt articulatii plane
(cilindrice) in care se neglijeaza frecarile. Din aceasta cauza, in urma ruperii
legaturilor, in 4, B si C se introduc decat cate doua forte de legatura, care au
suporturile perpendiculare.

Fortele H,, V,, H. s1 V. sunt forte de legaturd exterioare. Fortele H; si
V, sunt forte de legatura interioare, fapt pentru care, pe cele doua cadre,
aceste forte s-au introdus de sensuri contrare, marimile lor fiind egale (fig.
5.10, a sib).

Sistemele de forte compuse din fortele efectiv aplicate si de legatura,
care actioneazda asupra celor doud cadre, formeaza sisteme de forte
coplanare. In consecintd, pentru fiecare cadru se poat scrie 3 ecuatii de
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echilibru, in total 6 ecuatii. Necunoscutele din aceste ecuatii le reprezinta
fortele de legatura, in numar de 6. Rezulta ca sistemul ecuatiilor de echilibru
poate fi rezolvat, el fiind un sistem de 6 ecuatii cu 6 necunoscute.

3fa l“F
3F @
ZD —
A ¢
He g He
fv, = 15F PV = 2,5F
a)
Ifa 4F
a o a 2q
ZG VB = 2;54': VB a
A 3F
— il—
F= He Hr =4F
vr‘\. = 11-5F Vc = 2,5‘F
b) )
Fig. 5.10.

Rezolvarea acest sistem poate fi usuratd mult daca se foloseste
particularitatea sistemului de cadre, care consta in faptul ca cele doua
articulatii exterioare se afla la acelasi nivel (fig. 5.10, a). Prin introducerea
fortelor de legatura exterioare asa cum este prezentat in figura 5.10, a, se
poate aplica metoda solidificarii pentru determinarea fortelor ¥, si V.. Acest
lucru este posibil scriind ecuatii de moment in A4, respectiv C, pe intreg
sistemul, ecuatii in care vor apare ca necunoscute V., respectiv V,, deoarece
fortele H, si H- nu dau momente in raport cu cele doud articulatii exterioare.

(XM, (F)=0): 3Fa+4Fa+3Fa-Ve-4a=0 = V.=2,5F
(XM(F)=0): 3Fa—4F3a+3Fa+V, -4a=0 = V,=1,5F.

Inainte de a calcula celelalte forte de legitura se poate verifica
corectitudinea calculelor anterioare prin scriere ecuatiei de proiectie pe
verticala:
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(> pr(F)),,. =0) : 1,5F—4F + 2,5F =0.

Pentru determinarea fortelor H, si H, se scriu doud ecuatii de moment
in raport cu punctul B, dar pe cele doua corpuri separate.

(M, (F)), ,=0): 3Fa+15F2a-4Fa-H,-2a=0 = H,=

F;
(M, (7)), . =0): 3Fa+25F2a~H.-2a=0 = H.=4F.

Si aceste calcule se pot verifica prin scrierea unei ecuatii de proiectie pe
orizontald pentru toate fortele de pe Intreg sistemul (metoda solidificarii):

(> pr(F)),,. =0) : F+3F —4F = 0.

Pentru determinarea lui Hj si Vj, pe unul din cele doua corpuri se pot
scrie ecuatii de proiectie pe orizontald, respectiv verticala. Rezulta:

A S
((Zpr(}?;)vert)A_B ZO) i 1,5F—4F +Vy=0= V,=2,5F.

Verificarea acestor rezultate se face scriind doud ecuatii de proiectie,
similare cu cele precedente, dar pentru corpul B — C

(S pr(E),,.), . =0): F+3F-4F=0;

(> pr(F...), , =0):2.5F —2,5F =0
Teste

T.5.1. Conditia necesara pentru ca o grinda cu zabrele plana alcatuita
din #n noduri si b bare sa formeze un sistem indeformabil din punct de
vedere geometric este:

a)b<2n-3; b)b22n-3;
c)b<3n—-6; d)yb>3n-6.
T.5.2. Care din urmatoarele afirmatii este adevarata:

a) In cadrul unui sistem de corpuri fortele de legatura exterioare
formeaza un sistem nul;

b) In cadrul unui sistem de corpuri fortele de legatura interioare au
torsorul nul intr-un punct;

¢) In cadrul unui sistem de corpuri fortele de legatura exterioare au
torsorul nul intr-un punct;
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d) In cadrul unui sistem de corpuri fortele de legatura interioare

F l3F
a 5 a 6

Fig. 5.11. Fig. 5.12.
formeaza un sistem nul;

T.5.3. Pentru grinda cu zabrele din figura 5.11 efortul sectional din bara
5 -3 este:

a) Ns;=4F; b) N5, =5F;
¢)Ns;=3F;, d)Ns,=F.

Ve .
Fig. 5.13. : Fig. 5.15.

T.5.4. Pentru grinda cu zabrele din figura 5.12 efortul sectional din bara 3 —
4 este:

a) N;,=2F;  b) N,,=5F;
c)N,,=3F;, d)N;,=F

T.5.5. Pentru sistemul de cadre din figura 5.13 fortele de legatura
exterioare verticale din 4 si C au valorile:

a)V,=03F; V.=0,7F; b) V,=08F; V.=02F;
¢) V,=0,6F; V.=04F; d)yV,=0,1F;V.=0,9F.
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T.5.6. Doud bare omogene AB (fig.5.15) de lungime 2a si CE, de
lungime 2b si greutate O se pot roti intr-un plan vertical: prima in jurul
mijlocului sau D, a doua in jurul articulatiei C, situata pe aceeasi verticala
cu D la distanta CD = a. De capétul B al barei AB este legata o greutate P.
Bara AB sprijinindu-se cu capul 4 pe bara CE, o inclina din pozitia ei
verticala. In pozitia de echilibru unghiul CAD = o are valoarea:

a) o, = arcsing ; o, =0;
4Pa
. P
b) a, = arcsm—b; o, =0;
4Qa
c) o, = arccosQ—b ; 0, =0;
4Pa

d) o, = arcsinP—b ;0,=0.
4Qa
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NOTIUNI FUNDAMENTALE

1. NOTIUNI FUNDAMENTALE

In cadrul mecanicii teoretice corpurile au fost considerate ca fiind perfect
rigide. In realitate, sub actiunea fortelor exterioare si a miscarii, corpurile se
deformeaza si chiar se pot distruge producand pagube.

Partea mecanicii care studiazd mecanica mediilor deformabile este Mecanica
aplicata. Aceasta are drept obiect de studiu solidul perfect elastic, solidul perfect
plastic, mecanica fluidelor ideale si a celor reale.

Cu aspectele teoretice ale mecanicii aplicate se ocupa: Teoria elasticitatii,
Teoria plasticitatii si Mecanica fluidelor, iar cu problemele practice: Mecanica
constructiilor (adica Statica, Dinamica si Stabilitatea Constructiilor), Rezistenta
materialelor si Hidraulica.

Rezistenta materialelor, care are drept obiect de studiu efectele interne ale
fortelor aplicate asupra corpurilor deformabile, furnizeaza cunostintele necesare
proiectdrii §i exploatarii in deplind sigurantd si cu eficientd economica, a
constructiilor de orice fel, de la cele mai simple la aparate si masini extrem de
complexe.

1.1. CLASIFICAREA CORPURILOR

Elementele constitutive ale constructiilor, masinilor si utilajelor, prin care se
asigura functionarea, rezistenta si durabilitatea acestora, pe toatd durata de
exploatare, sunt modelate de Rezistenta materialelor drept corpuri solide sau
simple corpuri.

In functie de dimensiunile lor geometrice, in forma schematizati, corpurile se
impart In trei mari grupe: bare, placi si corpuri masive (blocuri).

1.1.1. Bare

Barele sunt corpuri care au o dimensiune (si anume lungimea) cu mult mai
mare decét celelalte doua (latimea si grosimea). Ele sunt caracterizate prin axa
longitudinala si sectiunea plana si dreapta (sectiunea transversald) (fig.1.1, a).
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Sectiunea transversala

\\k

v

Axa barei

a) b)
Fig. 1.1.

Sectiunea transversala rezultd din intersectia barei cu un plan perpendicular pe
tangenta la axa barei. Axa longitudinald (axa barei) reprezintd locul geometric al
centrele de greutate ale sectiunilor transversale ale barei. Dupa forma axei, barele
se clasifica in: bare drepte (axa barei este o linie dreapta, fig. 1.1, b), bare cotite
(axa este o linie frantd pland sau spatiald) si bare curbe (axa este o linie curba
plana sau stramba, fig. 1.1, a).

Dimensiunile caracteristice ale unei bare sunt: / — lungimea axei barei; b, h —
dimensiunile sectiunii transversale.

Pentru calculele de rezistenta, barele se schematizeaza prin axa lor, fapt ce
face ca ele sa fie numite si corpuri cu fibrd medie.

1.1.2. Placi

Corpurile care au una din dimensiuni, §i anume grosimea, mult mai mica decéat
celelalte doud (lungime si latimea), se numesc placi. Ele sunt caracterizate prin
suprafata mediana si prin grosimea / (fig. 1.2, a).

Grosimea /4, intr-un punct al placii, se masoard dupa directia normalei la
suprafata mediand, in punctul respectiv. Suprafata mediand este constituita de
locul geometric al punctelor ce marcheaza jumatatilor segmentelor de lungime 4.

Placile pot fi subtiri dacd & << [ §i h << [, caz in care ele se schematizeaza
prin suprafata lor mediana, de grosime medie sau placi groase.

In functie de forma suprafetei mediane, placile pot fi plane (fig. 1.2, b), cu
simpla curbura (fig. 1.2, ¢) sau cu dubla curbura (fig. 1.2, d).

7
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Suprafata mediana

b) N

hi2
hi2

P2
P1

d)

Fig. 1.2.

Dupa forma conturului suprafetei mediane placile plane pot fi: dreptun-
ghiulare, circulare, triunghiulare etc.

Daca raportul 4/p (p — raza de curburd) se poate neglija fatd de unitate, atunci,
placa este o placd subtire si poartd denumirea de membrand. Calculele de
rezistenta aferente placilor sunt mult mai dificile decat in cazul barelor.

1.1.3. Corpuri masive (blocuri)

Corpurile cu toate cele trei dimensiuni (lungime, latime, grosime) comparabile
sunt denumite corpuri masive sau blocuri. Aceste corpuri nu pot fi schematizate,
iar calculele de rezistentd, 1n acest caz, sunt deosebit de complexe.

1.2. CLASIFICAREA INCARCARILOR

Solicitarile exterioare care produc deformarea corpurilor sunt numite incarcari.
Din punct de vedere al calculului de rezistenta, incarcarile se clasifica in functie
de: suprafata pe care sunt distribuite, pozitia punctelor de aplicatie, variatia in
timp a intensitatii.

In functie de suprafata pe care se distribuie, fortele se impart in:

— forte concentrate, care se aplicd, teoretic, intr-un singur punct (fig. 1.3, a);

— forte distribuite pe o suprafata sau pe o linie (fig. 1.3).

8
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dlt;b z lumiul .ulllm

i

a) b)
Fig. 1.3.

Legea de variatie a fortelor distribuite dupa o line poate fi: constanta, liniara
parabolica etc. (fig. 1.3, b)

Fortele concentrate (£ si Q din fig. 1.3, a) se masoara in N, cele distribuite pe o linie
(fig. 1.3, b) in N/m, iar cele distribuite pe o suprafati (¢ din fig. 1.3, @) in N/m”.

In functie de pozitia punctelor de aplicatie, fortele se clasifica in:

— forte care se aplica pe suprafata corpului, provenind din interactiunea cu alte
corpuri;

— forte de volum sau masice (care provin din greutatea proprie a corpului) si
fortele de inertie.

In functie de pozitia in timp a punctelor de aplicatie, fortele se clasifica in:

— forte fixe, ale caror puncte de aplicatie riman mereu aceleasi pe toatd durata
aplicarii lor;

— forte mobile, ale caror puncte de aplicatie se schimba in timp.

Dupa variatia in timp a intensitatii fortelor, se disting:

— incarcari statice, la aplicarea carora nu este necesara luarea in considerare a
fortelor de inertie deoarece intensitatea fortelor creste suficient de incet, viteza de
incarcare fiind considerata, teoretic, egala cu zero;

— incarcdri dinamice, la aplicarea carora apar vibratii $i socuri.

In functie de efectele interne pe care le produc, incarcirile se impart in:

—incarcdri constante, la care efectele interne sunt aceleasi pe toatd durata
solicitarii;

—Incarcari variabile, la care efectele interne produse de acestea, variaza in
timp.
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1.3. EFORTURI SECTIONALE

Daca se sectioneazd, cu un plan, un solid rigid actionat de un sistem de forte
aflat in echilibru (fig. 1.4, a), pe fetele celor doud corpuri astfel obtinute trebuie
introduse fortele de legaturad (egale si direct opuse) ce se manifestd intre punctele
ce apartin acestora. Sistemele fortelor de legatura ce apar pe cele doua sectiuni ale
corpului, reduse in centrele de greutate ale acestora, conduc la obtinerea unui

vector rezultant R si a unui vector moment rezultant A , care au cunoscute doar

punctul de aplicatie (fig. 1.4, b).

a)

Fig. 1.4.

In cazul unei bare aflate in echilibru sub actiunea fortelor exterioare (fig. 1.5, @)
prin sectionarea acestei cu un plan normal pe axa ei, se obtin doud parti, bara / aflatd
in stanga sectiunii i bara /7 aflata in dreapta sectiunii (fig. 1.5, a). 1zoland bara /1, pe
sectiunea transversala a acesteia trebuie introduse fortele de legaturd ce se manifesta
intre cele doud bucati de bara si care reprezintd efectul mecanic al partii inlaturate
asupra partii ramase. Acest lucru se realizeaza cu ajutorul torsorului acestor forte de
legaturd, calculat in centrul de greutate al sectiunii transversale considerate, To( R ,

M ). Descompunerea vectorului rezultant R si a vectorului moment rezultant A,
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pe axele sistemului de referintd adoptat (axa Ox are acelasi sens cu sensul de
parcurgere si este tangenta la axa barei in punctul O, axele Oy si Oz sunt cuprinse in
planul sectiunii transversale) conduce la obtinerea eforturilor sectionale.

Din descompunerea vectorului rezultant R rezulti urmitoarele componente:

N —numit efort axial sau forta axiald, este pozitiv cand este in sens invers axei
Ox, atunci cand este aplicat pe fata din dreapta sectiunii (cea 1n care axa Ox intra,
fig. 1.5, ¢) si 1n sensul axei Ox cand este aplicata pe fata din stanga sectiunii (cea
din care axa Ox iese, fig. 1.5, b), sau, mai general, cand trage de sectiunea pe care
se aplica.

Sensul de parcurgere
al barei

a)

"

b) <)

Fig. 1.5.

T, , T. — eforturi taietoare sau forte taietoare; sunt pozitive cand sunt in sens
invers axelor Oz, respectiv Oy, atunci cand sunt aplicate pe fata din dreapta
sectiunii (v.fig.1.5, ¢) si in sensul axelor Oz, respectiv Oy, cand sunt aplicate pe
fata din stanga sectiunii (fig. 1.5, b), sau, mai general, atunci cand rotesc pozitiv

11
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corpul pe care sunt aplicate.

M, — moment de rasucire sau moment de torsiune; este pozitiv cand vectorul
sdu este dirijat Tn sensul pozitiv al axei Ox, atunci cand este aplicat pe fata din
dreapta sectiunii (v. fig. 1.5, ¢) .

M,, M. — momente de incovoiere; sunt pozitive cand vectorii lor sunt dirijati in
sensul pozitiv al axelor Oy, respectiv Oz, atunci cand sunt aplicati pe fata din
dreapta sectiunii (v. fig. 1.5, ¢).

1.4. CLASIFICAREA SOLICITARILOR

In functie de particularititile sistemului de forte aplicat barei, intr-o sectiune
transversald oarecare a acesteia, pot exista unul, doud sau chiar toate eforturile
sectionale. Denumirea solicitdrii barei se stabileste in functie de eforturile
sectionale nenule.

Astfel, dacd in sectiunea barei apare numai forta axiald N solicitarea este de
intindere sau compresiune dupa cum N este pozitiv sau negativ. Solicitarea de
compresiune este definitd in acest caz numai pentru barele foarte groase, la care
pericolul pierderii stabilitatii echilibrului in starea deformatd a barei (flambajul)
este mic sau inexistent.

Daci in sectiunea transversald a barei apare, ca urmare a solicitarilor, numai
forta taietoare 7~ sau T, solicitarea este de forfecare pura.

Atunci cand in sectiunea transversald a barei apare numai momentul
incovoietor M, sau M., solicitarea este de incovoiere purd. Daca, pe langa
momentul incovoietor M. apare si forta tdietoare 7%, sau pe langa M, apare si T),
solicitarea este de incovoiere simpla.

Cand in planul sectiunii transversale, ca urmare a solicitérilor la care bara este
supusd, se dezvoltd momentul de rasucire M, solicitarea este numita torsiune sau
rasucire.

Aceste solicitdri sunt denumite generic solicitari simple.

Solicitarile in care in sectiunea transversala a barei apar doud sau mai multe
eforturi sectionale dintre N, M., M,, M. se numesc solicitari compuse. Dintre
acestea mentionam urmatoarele:

— incovoiere oblica sau dublad; in sectiunea transversald a barei apar eforturile
sectionale M. si M,;

— incovoiere simpla cu forta axiala; in sectiunea transversald a barei apar
eforturile sectionale N si M. sau N s1 M,;

12
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M,
Tvz T:vz
M, }
X T,
Nr g T yx ]v}"
M,

Fig. 1.6

— incovoiere dubla cu forta axiald; in sectiunea transversald a barei apar
eforturile sectionale N, M. si M,;

— incovoiere cu torsiune; in sectiunea transversald a barei apar eforturile
sectionale (M., M) sau (M, M,) sau (M, M,, M.).

Solicitarile placilor subtiri in baza carora se efectueaza calculul de rezistenta al
acestora se Tmpart in:

— solicitari in teoria de membrand, atunci cand pe sectiunile placii apar numai
eforturi sectionale de natura fortelor, cuprinse in planul suprafetei mediane (fig. 1.6, a);

— solicitdri 1n teoria de momente atunci cand pe langa eforturile de natura
fortelor apar si eforturi — cupluri (fig. 1.6, b).

1.5. TENSIUNI. TENSORUL TENSIUNILOR

Daca dintr-un corp raportat la un sistem de referintd xOyz se elibereaza o
particuld elementard de volum dV = dxdydz situatd intr-un punct oarecare P de
coordonate (x,y,z), pe fetele acesteia trebuie introduse actiunile particulelor
invecinate, rezultate din aplicarea fortelor exterioare asupra corpului si din
misgcarea acestuia. Aceste actiuni, ce se manifesta pe Intreaga suprafatd a fiecarei
fete a particulei, vor fi reprezentate prin forte distribuite pe aceste fete, care apar
ca forte efectiv aplicate pentru particula respectiva.

Fetele particulei fiind foarte mici se poate admite ca aceste forte se
repartizeazd uniform pe fiecare fatd a acesteia. Astfel, pentru fiecare fatd a
particulei, aceste forte uniform distribuite se pot reduce la o forti elementari AF,

aplicatd in centrul de greutate al fetei respective orientatd prin normala V.

13
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Identificarea fortei elementare AF, se face prin indicele Vv care reprezintd

normala la planul pe care se dezvolta aceasta forta.
Fortele elementare AF, sunt denumite eforturi elementare.

Rezulta ca, datoritd miscarii si fortelor exterioare aplicate asupra corpului, in
fiecare punct P(x,y,z) al acestuia se dezvoltd o stare de eforturi, cuprinzand toate

eforturile elementare AF, care apar pe diferitele suprafete elementare A4, ce apartin

(11)

a)

Fig. 1.7.

diferitelor plane, orientate prin normalele Vv, care contin punctul P.

Fie un corp raportat la un sistem de referintd xOyz si solicitat de un sistem de
forte in echilibru (fig. 1.7, a). Daca prin punctul oarecare P de coordonate (x,),z),
ce apartine acestui corp, se duce un plan de sectionare, se obtin doud corpuri / i I/
(fig. 1.7, b). Pe suprafetele, din planul de sectionare, ale corpului /, respectiv /I se
considerd un element de arie A4. Forta de legaturd dintre corpurile 7 si I/,
corespunzatoare elementului de arie A4 este reprezentatd de efortul elementar
AF, (fig. 1.8, b).

Deoarece efortul elementar AF, depinde de mdrimea A4, a suprafetei pe care se
aplicd, se poate elimina aceastd dependentd definind o marime vectoriala (fig. 1.8, @):

_ _AE,
PV—AIA}gnOU (1.1)

denumita fensiune totald. Aceasti marime este o mdrime tensoriald deoarece
depinde atat de efortul elementar AF, (care este o mdrime vectoriald) cat si de
orientarea elementului A4 data de versorul v .

14
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a) b)
Fig. 1.8.

Vectorul tensiune totald p, se descompune dupa directia versorului normalei v si

dupd o directie cuprinsa in planul elementului de arie A4 (fig. 1.8, a). In acest mod se
obtin doud componente: componenta G, denumita tensiune normald, dirijata dupa

versorul normalei vV si componenta T, , denumitd fensiune tangentiald, orientatd

dupa o directie oarecare cuprinsa in planul elementului de arie AA4.
Deoarece G, si T, sunt perpendiculare intre ele se poate scrie:

pl=cl+1. (1.2)

Daca se alege un sistem de referintd cu axele Oy si Oz cuprinse in planul
elementului de arie A4 si axa Ox dupa directia versorului v, astfel incat sa
formeze un triedru drept, atunci tensiunile ce apar in planul yOz sunt (fig. 1.8, b):

— o, — tensiunea din planul cu versorul normalei dirijat dupa axa Ox. Ea poarta
numele de tensiune normala si este pozitiva cand este orientatd in sensul negativ
al axei Okx;

— Ty §1 Ty — tensiunile tangentiale din planul cu versorul normalei dirijat dupa
axa Ox, paralele cu axele Oy, respectiv Oz. Ele provin din descompunerea
tensiunii tangentiale t, §i sunt pozitive cand sunt orientate in sensul negativ al
axelor in raport cu care sunt paralele.

Daca se va proceda analog si pentru planele ce au versorii dirijati dupa axa Oy,
respectiv axa Oz, se obtin cele noud componente ale tensorului tensiunilor in
punctul P, a carui forma matriceala este:

Gx ‘ny sz
T, = T, O, T, (1.3)
Trz yz GZ
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Fig. 1.9.

Componentele tensorului tensiunilor dintr-un punct P oarecare al unui corp,
pot fi vizualizate pe fetele unui element de volum elementar de forma unui cub cu
muchiile orientate dupa axele de coordonate asa cum este ilustrat in figura 1.9.

1.5.1. Teorema dualitatii tensiunilor tangentiale

Se izoleaza dintr-un corp o particuld elementara de forma tetraedrica (PBCD)
din punctul P(x,y,z) si se reprezintd tensiunile ce se dezvoltd pe fetele acesteia
(fig. 1.10).

Se considerd ca tensiunile au punctele de aplicatie in centrele de greutate ale
suprafetelor pe care se manifesta, adica in centrele de greutate ale triunghiurilor.
Fortele la care particula este supusd sunt fortele generate de tensiuni (a caror
marime se obtine inmultind valoarea tensiunii cu aria suprafetei pe care se
manifestd) si fortele masice. Greutatea particulei se poate neglija deoarece ea este
dxdydz

o cantitate mica de ordin superior (gpdV =gp ) fata de fortele date de

tensiuni (o dydz, 6 dxdz, etc.).
Sub actiunea acestor forte particula elementara este in echilibru.
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Fig. 1.10.

Daca se scrie o ecuatie de moment in raport cu o axa Oz, paralela cu axa Pz,
ce trece prin punctul de aplicatie al tensiunii totale p,, singurele forte ce dau

dxdz . dx . dy
0 ale cdror brate sunt 3 respectiv 3

yx

dy .
moment sunt T, -——— §1 T
2

Ecuatia de moment va fi in acest caz:
—— -1 —— =0. (1.4)

Rezulta:
Ty = Tyx (1 5)
Daca, prin analogie, se scriu Inca doua ecuatii de moment in raport cu axe O'x’
si Oy paralele cu axa Px, respectiv Py, ce trec prin punctul de aplicatie al
tensiunii totale p, se obtine:

Tyz = Tzy §1 Tox = Taz (1.6)

Relatiile (1.5) si (1.6) exprimd analitic feorema dualitatii tensiunilor
tangentiale care se enuntd astfel: pe doud plane perpendiculare unul pe celalalt,
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care trec printr-un punct oarecare P din interiorul unui corp, tensiunile tangentiale
se dezvolta 1n asa fel incat componentele lor perpendiculare pe linia de intersectie
a celor doud plane, sunt egale ca marime si simetric dispuse fatd de muchia
comund a celor doua plane.

In baza acestei teoreme se deduce cd tensorul tensiunilor T,, precizat de
relatia (1.3), este un tensor simetric fatd de diagonala principala si are numai sase
componente independente.

Dacd se noteaza cu p, vectorul tensiune totald din planul cu versorul

normalei dirijat dupd axa Px (fata PCD a tetraedrului din fig. 1.10) i, analog, p,

si p. tensiunile totale din planele ai caror versori sunt dirjjati dupd axa Py,
respectiv Pz, se poate scrie:

p, =01+ Ty +1. k;

D, =Tyx17+0y]_'+ryzk; (1.7)

p.=1_1 +szj+czk.

Deoarece vectorii tensiune totala exprimati prin relatiile (1.7) au
componentele orientate in sens invers axelor de coordonate, iar componentele

tensiunii totale p, = p,.i + pvy]_'+ p..k din planul cu versorul normalei vV, se

considera pozitive in sensul axelor de coordonate la care s-a raportat particula

.....

fortelor masice, capata forma:

pdz | 5 x5 d"dyjzo (1.8)

= dd-| 5
p v (p X 2 p y 2 z 2
si ea permite, prin proiectarea ei pe axele sistemului de referintd, determinarea
componentelor pyy, pvy, pv- In functie de componentele tensorului tensiunilor T, in
punctul P(x,y,z). Cunoscand aceste componente se poate calcula tensiunea totala

P, si deoarece planul pe care se dezvolta aceasta tensiune este un plan oarecare,

se deduce ca, in functie de componentele tensorului tensiunilor T, se poate
determina tensiunea totald pe orice plan ce trece prin punctul P. Rezulta ca
tensorul tensiunilor T, caracterizeazd complet stare de tensiuni dintr-un punct P
din interiorul unui corp.
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1.5.2. Tensorul tensiunilor in cazul barelor

Pentru bare cu sectiune constantd, in cadrul Rezistentei materialelor s-au
introdus anumite ipoteze care au drept scop usurarea considerabild a determinarii
componentelor tensorului tensiunilor.

Astfel, bara se considera ca fiind alcatuitd din fibre care nu se apasad si nu
luneca intre ele in directie normala pe axa ei.

Drept consecintd a acestei ipoteze in toate planele longitudinale tensiunile
normale §i tensiunile tangentiale perpendiculare pe axa barei sunt nule.

Fig. 1.11.

Daca se izoleaza o particuld elementard din punctul P din interiorul barei (fig.
1.11, a) pe fetele sale paralele cu planele sistemului de referintd apar numai
tensiunile Gy, Tyy, Tyx, Taz §1 oy, reprezentate in figura 1.11, b.

Rezulta ca in cazul barelor tensorul tensiunilor T are forma:

X » zx
T,=t, 0 0], (1.9)
T 0 0

ceea ce arata ca starea de tensiuni dintr-un punct oarecare din interiorul unei bare
este complet determinatd daca se cunosc tensiunile G,, Ty, T.. din planul sectiunii
transversale ce trece prin punctul respectiv.
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1.6. DEFORMATII SPECIFICE. TENSORUL DEFORMATIILOR
SPECIFICE

Sub actiunea fortelor exterioare efectiv aplicate si a miscarii fiecare particuld
din corp va suferi o deplasare (o translatie si/sau o rotatie) si o deformare cauzata
de migcare relativa intre punctele corpului.

in punctul P de coordonate (x, y, z), dintr-un corp aflat in echilibru, se considera
o particula elementara sub forma de cub cu laturile dx, dy, dz, orientatd dupa axele
sistemului de coordonate rectan-
gular Oxyz (fig. 1.12).

In urma aplicarii asupra
corpului a unui sistem de forte,
cubul se deplaseaza din pozitia
corespunzatoare punctului P in
pozitia corespunzitoare punctu-
lui P' si in acelasi timp se si 1P(x.)1.2) i
deformeaza, astfel ca muchiile
isi  modifica  lungimile si u v
pozitiile relative dintre ele (fig. 0 Y
1.12).

Daca se considerda numai o
fata a cubului care se deplaseaza
in planul sau (de exemplu fata
cubului paralela cu planul xOy fig. 1.13) se definesc ca deplasari marimile u si v.
Pentru definirea deformatiilor muchiilor elementare se introduce notiunea de
deformatie specifica liniara care este egald cu raportul dintre variatia lungimii unui
segment si lungimea ei initiald. In conformitate cu aceasti definitie, deformatia
specifica liniard a particulei elementare pe directia axei Ox este (fig. 1.13):

P

v

Fig.1.12.

o7 (dx+u+gudx—uj—dx 5
g =hh—ad X . (1.10)
ad dx ox

iar deformatia specificd liniara pe directia axei Oy
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ou
T u+—dy

v b, b, !
! yar
oV .
v+—dy VY
oy R Al dz
¥ . b ¢ v+ ?d.r
dj." [Siy
y d L
a dx |, u
f—— 1 + il” dx
ox
o -
X
Fig. 1.13.
- dy+v+@dy—v —dy
_ab,—ab oy _Ov (1.11)
! ab dy Oy '
Analog se poate scrie:
g, = (Z_vzv (1.12)

Concomitent cu modificarea lungimilor muchiilor, se produce si o modificare
a unghiurilor drepte (diedre). Variatia acestor unghiuri este definita ca deformatie
specifica unghiulara sau lunecare specifica. Aceasta este egald cu variatia, in
radiani, a unghiului format de doua muchii perpendiculare (sau, in caz general, a
doua drepte perpendiculare) si este pozitiva cand corespunde micsorarii unghiului
dintre directiile pozitive ale axelor.

in planul Oxy, cu notatiile din figura 1.13, deformatia specifica unghiulara Yay
provine din rotirea muchiilor ab, respectiv ad, in raport cu starea lor precedenta, si
este egald cu suma unghiurilor o si B. Se constata ca:

tgo =

O _ oy oy .
= = ; (1.13)
b, l+g,

dy+v+@dy—v dy+@dy
y oy
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(v+avdxj—v @dx v

d Ox ox
tgf=—2= = = . (1.14)
ady  qeiu+ Pav—u derMae 1E
ox ox

Deoarece ¢, si €, sunt neglijabile in comparatie cu unitatea, iar o §1 3 sunt
foarte mici, se poate scrie:

ou

o=—

I
P B—ax. (1.15)

Lunecarea specificd In planul xOy (micsorarea unghiului Zbad) in
conformitate cu cele prezentate anterior este:

ov Ou
=—+

=o+B=—+—. 1.16
Ty B== & (1.16)

Pentru celelalte plane de coordonate, procedand analog, deformatiile specifice

Fig. 1.14.

unghiulare au expresiile:

_Ow  0Ov. ou ow

_ow ., _Ou Ow 117
oy Oz Y 0z Ox (1.17)

T2

Se poate observa cd modificarea aceluiasi unghi drept se poate obtine prin
lunecarea a doud fete ale cubului elementar (fig. 1.14): fata ce are versorul
normalei dirijat dupd Oz se deplaseazd in sensul axei Oy si produce lunecarea
specifica v.,, iar fata ce are versorul normalei dirijat dupa Oy se deplaseaza in
sensul axei Oz si produce lunecarea specificd y,.. Cum cele doua deplasari produc
modificarea aceluiagi unghi drept rezulta ca:

Yyz = Yzy- (1.18)
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Prin analogie:
Yxy = Yyx 5 Vxz = Vax- (1 19)
Daca se considera deformatiile specifice liniare si cele unghiulare care se

produc in cele trei plane de coordonate care trec printr-un punct P din interiorul
unui corp si se pun intr-un tablou de forma:

. Vo Vi
2 2
T. = Ty g, Ve , (1.20)
2 ’ 2
Ve Ty €.
2 2

se obtine tensorul deformatiilor specifice proprii din punctul P(x,y,z). Acest tensor
este un tensor simetric fatd de diagonala principala in baza egalitatilor (1.18) si (1.19).

Observatii:

— Deoarece tensorul tensiunilor T, precum si tensorul deformatiilor specifice
Te sunt definite intr-un punct P(x,y,z) din interiorul corpului, componentele
acestora vor varia de la punct la punct, ele fiind functii de coordonatele punctului
in care se determina.

— Intre componentele tensorului tensiunilor T, si cele ale tensorului
deformatiilor specifice proprii T; exista relatii de cauzalitate ceea ce face ca ele sa
nu fie independente unele fata de altele. Aceste relatii de cauzalitate sunt de natura
fizica si caracterizeaza din punct de vedere mecanic materialul din care este
alcatuit corpul, ele stabilindu-se pe cale experimentala.

1.7. IPOTEZE DE LUCRU S| PROBLEMELE REZISTENTEI
MATERIALELOR

1.7.1. Ipoteze

Ipotezele utilizate de Rezistenta materialelor se Tmpart in doud categorii.
Prima categorie cuprinde ipotezele folosite in Mecanica teoretica si preluate de
Rezistenta materialelor, iar a doua categorie cuprinde ipotezele specifice
Rezistentei materialelor.
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In prima categorie este inclusa ipoteza independentei dintre spatiu, timp si
masd. De asemenea, se identificd materia cu substanta, se acceptd ipoteza
continuitatii precum si modelul de continuum pentru diferite corpuri din natura. In
rezistenta materialelor corpurile solide se considera perfect omogene si izotrope.

Din punct de vedere mecanic, ipoteza continuitdtii are unele implicatii importante:

a) In baza acestei ipoteze s-a introdus notiunea de efort elementar AF, (vezi
paragraful 1.5) pe baza careia s-a definit tensiunea totald p_ ;

b) Ipoteza micilor deformatii care stipuleaza ca deformatiile si deplasarile
particulelor ce alcatuiesc corpul sunt mici in raport cu dimensiunile acestuia.
Consecintele acestei ipoteze sunt: dependenta dintre deplasari si deformatii este
liniard; ecuatiile de echilibru se scriu pe forma nedeformatd a corpului ceea ce
conduce la o dependenta liniara intre eforturi si fortele exterioare si, In consecinta,
posibilitatea aplicarii suprapunerii efectelor pentru calculul eforturilor;

¢) Se considera cd deformatiile sunt elastice, adica reversibile (dispar odatd cu
inlaturarea cauzelor care le-au produs). Aceastd ipotezd permite aplicarea
suprapunerii efectelor pentru calculul deplasarilor, deoarece dependenta dintre
deplasari si fortele exterioare este liniara.

F
P QD |
F
X
Fig. 1.15. Fig. 1.16.

Aceste trei ipoteze sunt specifice Rezistentei materialelor si lor li se adauga
asa numitul principiu al lui Saint-Venant care se enunta astfel: un sistem de forte
aflat in echilibru, aplicat pe o zona restransad pe suprafata unui corp, influenteaza
starea de tensiuni si deformatii a acestuia numai in apropierea zonei de aplicare a
sarcinilor (v. fig. 1.15). Cu alte cuvinte, in punctul P din afara zonei hasurate,
suficient de departe de aceasta, (fig. 1.15) nu exista nicio stare de tensiune.

In cazul barelor, pe langa ipoteza admisa 1n paragraful 1.5.2, pe baza céreia tensorul
tensiunilor are forma (1.9) este admisa si ipoteza lui Bernoulli, denumitd ipoteza
sectiunilor plane, care se enunta astfel: o sectiune pland si normald pe axa barei Tnainte
de deformatie ramane plana si normald pe axa barei si dupa deformatie (fig. 1.16).
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1.7.2. Problemele rezistentei materialelor

Rezistenta materialelor are drept scop evaluarea structurilor sub solicitari
astfel incat exploatarea acestora sa se faca in deplind siguranta.

S-a vazut ca, in baza ipotezei continuitatii, sub actiunea fortelor exterioare si a
miscarii, in fiecare punct dintr-un corp se dezvoltd o stare de tensiuni, caracterizata
de tensorul tensiunilor T, (1.3) si o stare de deformatii, caracterizatd de tensorul
deformatiilor specifice T, (1.20) care variazd de la un punct la altul.

Pe acest model, rezistenta materialelor cautd evaluari cantitative privind
fenomenele care insotesc un proces considerat periculos sau inadmisibil in
exploatarea structurilor, cum este ruperea sau producerea si dezvoltarea unor
deformatii permanente mari.

Astfel se considera ca fenomenele periculoase nu pot apare daca:

— Intr-un punct al structurii tensiunea maxima efectiva nu depaseste o valoare
limita admisibila:

Gmax S Ga, (1.21)
in care o, este tensiunea admisibila;

— Intr-un punct al structurii deplasarea totalda maxima efectivd nu depaseste o
valoare maxima admisibila:

Amax = Vu® +v: +w? <A, (1.22)

in care A, este deplasarea admisibila;
— forta maxima de solicitare nu depéseste o valoare critica:

F
Fooax <, (1.23)
C

in care F,, este forta critica si ¢ coeficientul de siguranta.

Conditia (1.21) constituie conditia de rezistenta, (1.22) — conditia de
deformatie (rigiditate), iar (1.23) — conditia de stabilitate. Toate cele trei conditii
exprima problemele rezistentei materialelor si ele se concretizeaza in:

a) Dimensionarea structurilor. Pentru o structurd la care solicitarile si
caracteristicile mecanice ale materialului din care este facutd, sunt cunoscute, se
determind forma si dimensiunile acesteia astfel conditiile (1.21) — (1.23) sa fie
indeplinita;

b) Verificarea structurilor. O structura, definita ca forma si dimensiuni, la care
solicitarile si caracteristicile mecanice ale materialului din care este realizata sunt
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cunoscute, trebuie sa verifice conditiile (1.21) —( 1.23);

¢) Determinarea solicitarii maxime. Pentru o structurd, definitd ca forma si
dimensiuni, la care caracteristicile mecanice ale materialului din care este facuta,
sunt cunoscute, valoarea maxima a solicitarilor este cea care indeplineste conditii
(1.21) —( 1.23).

1.7.3. Coeficienti de siguranta. Rezistente admisibile

Valorile marimilor 6,, A, si F, se determind in functie de valorile maxime ale
tensiunilor, deplasdrilor, respectiv ale solicitarilor la care apar fenomenele
periculoase.

Daca intr-un punct din interiorul unui corp se produce fenomenul periculos,
atunci se considera cd 1n acel punct tensiunile au atins o valoare limita, adica s-a
atins starea limitd de tensiuni, care pentru o exploatare sigurd a structurii nu
trebuie depasita.

De exemplu, pentru o bara supusa static la intindere, starea limita este atinsa
atunci cand tensiunea maxima intr-un punct al sdu este egald cu rezistenta la
tractiune a materialului din care este facuta bara:

Omax = R . (124)

Datorita unor serii de factori care intervin si care pot modifica, independent de
vointa omului, tensiunea maxima efectiva este necesar ca intre rezistenta limita a
materialului si tensiunile maxime efective din timpul exploatarii sd existe o
diferentd. Aceasta diferenta poate fi mai mare sau mai mica, in functie de precizia
evaluarii factorilor care intervin. Dintre acesti factori ce introduc incertitudini
asupra tensiunii maxime Gpmax putem aminti: incertitudini in evaluarea fortelor
maxime, abateri de la dimensiunile prevdzute pentru piese si erori de montaj;
incertitudini asupra valorilor efective ale tensiunilor ca urmare a ipotezelor
simplificatoare pe baza cdrora au fost determinate. Pentru rezistenta la tractiune
R, amintim: neomogenitatea materialelor, posibilitatea reducerii in timp a
rezistentei materialului ca urmare a unor degradari prin coroziune, uzura, etc.

Prin definitie marimea:

c=—m (1.25)

se numeste coeficient de siguranta.
Rezulta ca tensiunea maxima efectiva trebuie sa aiba cel mult valoarea:
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— (1.26)

denumita si rezistenta admisibila.
La materialele ductile, ca limita de rezistentd se foloseste limita de curgere
aparentd, R,, caz 1n care:

G, =—¢. (1.27)

Metoda de calcul bazata pe conditia (1.21) este denumita metoda rezistentelor
admisibile.

1.8. ASPECTELE PROBLEMELOR REZISTENTEI
MATERIALELOR

Pentru rezolvarea problemelor Rezistentei materialelor prezentate 1n
subcapitolul 1.7, trebuie evaluate starile de tensiuni si deformatii ce se dezvolta in
punctele unei structuri. Pentru aceasta se folosesc cele trei aspecte ale problemelor
de rezistenta materialelor: aspectul static, aspectul geometric si aspectul fizic.

1.8.1. Aspectul static

S-a vazut ca intr-o sectiune curentd a unei bare, pe fata din dreapta sectiunii,
se dezvolta eforturile sectionale ce sunt reprezentate in figura 1.5, ¢. Pe de alta
parte, pe un element de suprafata d4 din aceeasi sectiune, se dezvolta tensiunea
totala p, (fig. 1.8, @) cu componentele G, Ty, T (fig. 1.8, D).

Fortele p dA alcdtuiesc un sistem de forte care trebuie sa fie echivalent, din
punct de vedere mecanic, cu sistemul de forte al carui torsor To( R, M, ) are drept
componente eforturile sectionale precizate in figura 1.5, ¢. Acest lucru conduce la:

R=[pd4
_w (1.28)
M, = [Fxp,d4

(4)
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in care 7 este vectorul de pozitie al elementului d4 fata de originea sistemului de
referintd ales.

In baza relatiilor (1.28) si in conformitate cu figura 1.17 se pot scrie
urmatoarele egalitati:

N=jG-dA; MXZI(TW'Z—TH'J/)dA;
(4) (&)

T.= [, d4 M, =—[o-zd4; (1.29)
(4) &)

fv:J.sz-dA; Mzzjc-ydA.

(4) (A)

Relatiile (1.29) constituie relatiile aspectului static la bare si ele definesc
legatura dintre tensiuni si eforturile sectionale.

Din analiza celor sase egalitati (1.29) rezultd determinarea tensiunilor intr-un
punct din interiorul unei bare in functie de eforturile sectionale se poate face
numai daci se cunoaste modul de variatie al acestora pe sectiune. In acest scop
este necesara studierea aspectele geometric si fizic.

1.8.2. Aspectul geometric

Aspectul geometric al problemelor de rezistenta materialelor este dat de
relatiile ce pot fi scrise intre deplasarile u, v, w si deformatiile specifice € si y.
Aceste relatii, in marea majoritate a cazurilor, se determind din conditii
geometrice obtinute In urma observarii modului de deformare a structurii sub
actiunea solicitarilor.

1.8.3. Aspectul fizic

In practica se constatd ci deformatiile corpurilor nu depind numai de fortele
care actioneaza asupra lor ci si de materialul din care acestea sunt alcdtuite.
Rezultd ca relatiile dintre componentele tensorului tensiunilor T, si tensorul
deformatiilor specifice proprii T, , care constituie aspectul fizic al problemelor
rezistentei materialelor, se determind pe cale experimentala.

Pentru ca in urma unei astfel de experiente sd se poatd desprinde anumite
concluzii utile este necesar ca aceasta sa indeplineasca urmatoarele conditii:

— 1n toate punctele corpului supus incercdrii (numit epruvetd) trebuie sa se
dezvolte aceeasi stare de tensiuni si de deformatii pe intreaga duratd a determinarilor;

— experienta efectuata trebuie sa fie cat mai simpla pentru ca rezultatele
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A

Fig. 1.17.

obtinute sa poatd fi comparabile ori de cate ori s-ar repeta si oriunde s-ar efectua,
in aceleasi conditii — de mediu si de incarcare a epruvetei,

— 1n urma efectudrii experientei sa rezulte date referitoare la caracteristicile
fizico-mecanice ale materialului din care este alcatuitd epruveta.

Experienta care indeplineste conditiile de mai sus este cea de intindere
monoaxiala uniforma (fig. 1.18, a), in care tensorul tensiunilor are numai
componenta o, =0o, cdreia 11 corespunde deformatia specifica liniard &, =¢
(fig. 1.18, b).

Se poate admite ca In zona calibratd dintre reperele B si C (fig. 1.18, a)
efectele prinderii epruvetei in bacurile masinii de incercare la intindere nu se fac
simtite si, deci, pe orice particuld cu fetele paralele, respectiv normale pe axa
epruvetei, se dezvoltd aceeasi stare monoaxiala de tensiuni (fig. 1.18, b) o = F/S,
unde F este intensitatea fortei aplicata la capetele epruvetei, iar Sy aria sectiunii
initiale a zonei calibrate a acesteia.

Se admite, de asemenea, cd alungirea specifica fiecarei particule, in directia
axei barei, este aceeasi si egald cu € =AL/Ly, unde AL este alungirea totald a
zonei calibrate a epruvetei (de lungime L) sub actiunea fortei F' de la capete.

Plecand de la valoarea F=0 si urmdrind valorile tensiunilor o si ale
deformatiei specifice €, graficul o — € pentru aceastd incercare de intindere
(fig. 1.18, ¢) poartd numele de curba caracteristica conventionala la tractiune
(CCCT). La majoritatea materialelor utilizate in realizarea constructiilor si
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maginilor, CCCT pe o anumitd portiune (OP in fig. 1.18, ¢) este liniara si se
exprima prin relatia:

c=(tana)-e=F-¢. (1.30)

Aceasta relatie este denumita legea [ui Hooke, pentru starea liniard de tensiuni
si aratd cd ¢ este proportional cu €.

Coeficientul de proportionalitate E(= tan o) reprezintd modulul de elasticitate
longitudinal al materialului din care a fost confectionata epruveta sau modulul lui
Joung de ordinul I si este o caracteristicd mecanica a materialului respectiv.
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2. DIAGRAME DE EFORTURI PE SRUCTURI PLANE
STATIC DETERMINATE ALCATUITE DIN BARE

Graficele care reprezinta variatia eforturilor sectionale, prezentate 1in
subcapitolul 1.3, in fiecare sectiune a unei bare sau al unui sistem de bare, sunt
denumite diagrame de eforturi.

Daca este posibila determinarea acestora din ecuatii de echilibru static atunci
sistemul este static determinat. Un sistem este static determinat atunci cénd
numarul necunoscutelor este egal cu numarul ecuatiilor de echilibru care pot fi
scrise. Daca solidul rigid este actionat de un sistem de forte coplanare atunci
pentru ca el sd reprezinte un sistem static determinat sunt necesare 3 legaturi
simple pentru a deveni corp cu legaturi complete. Legatura simpla este legatura
care rapeste corpului un singur grad de libertate corespunzator deplasarii pe
directia legaturii (fig. 2.1, a). Tipurile de legaturi pe care un sistem plan le poate
prezenta au fost studiate in cadrul Mecanicii teoretice si ele sunt:

v,
! v, A
A
A 7
; L§ : -
T T, :VA
a) b) c)

Fig. 2.1.

— reazemul simplu care impiedica deplasarea dupa o singura directie (in fig.
2.1, a punctul 4 care apartine solidului rigid nu se poate deplasa pe directia A—A4");
el se reprezintd ca 1n figura 2.1, b sau se schematizeaza ca in figura 2.1, ¢; din
punct de vedere mecanic, reazemul simplu poate fi inlocuit cu o singura forta de
legatura (de exemplu V), dirijatd dupa directia A4’, a carei marime este
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e

14,
T |

P
a) b) c)

Fig. 2.2.

necunoscutd (punctul de aplicatie si directia fiind cunoscute, sensul initial este
ales arbitrar, cel real rezultand din conditiile de echilibru static).

— articulatia cilindrica sau articulatia pland (se mai numeste si reazem dublu)
impiedicd deplasarea dupd doud directii (in figura 2.2, a punctul 4 al solidului
rigid nu se poate deplasa dupa directiile A-A4" si A—A"" ); acest tip de legatura se
reprezintd ca in figura 2.2, a, sau se schematizeaza ca in figurile 2.2, b, c; o astfel
de legatura poate fi inlocuitd cu o fortd cu punctul de aplicatie In 4, care are ca
necunoscute marimea R, si directia prin unghiul o (fig. 2.2, b); aceste doud
necunoscute pot fi inlocuite de alte doud necunoscute, de aceeasi natura, si anume
de doua componente ale lui R4, perpendiculare intre ele: Hy si V4 (fig. 2.1, ¢).

Vak
~ x _
M IE_[_/ \MA
‘[—fl’ ”A ‘. \§‘A
Q77 L,
y
a) b)

Fig. 2.3.

— incastrarea plana care impiedicd deplasarea dupa doua directii si rotirile
dupa o directie normala la planul format de directiile deplasarilor impiedicate (in
figura 2.3, a punctul 4 nu se poate deplasa dupa directiile A-A4" si A-A", iar
solidul rigid nu se poate roti in jurul axei A—z); Incastrarea plana poate fi inlocuita
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cu doud forte de legatura H, si V4, perpendiculare intre ele si care au marimile
necunoscute $i un moment M, dirijat dupd o directie normald pe planul definit de
cele douad forte si care are, de asemenea, marimea necunoscuta (fig.2.3, b).

2.1. DETERMINAREA EFORTURILOR SECTIONALE
INTR-O SECTIUNE OARECARE A BAREI

Dacid o bara plana este actionatd de un sistem de forte coplanare cuprinse in
planul barei, atunci si legaturile sunt situate in acelasi plan cu fortele, asa cum se
poate observa in figura 2.4, @ unde bara a fost schematizata prin axa sa. De obicei
se considerd ci sistemul este situat in planul xOy. In aceastd situatie, intr-o
sectiune curentd 7, pe fata din dreapta acesteia — fata in care intrd axa Ox, figura
2.4, b — apar urmatoarele eforturi sectionale: N, T, si M, care, pentru simplificare,
se vor nota fara indicele z (fig. 2.4, ¢).

X
v

Fig. 2.4.

Prin sectionarea barei in punctul i se obtin barele / si I/, iar eforturile
sectionale din sectiunea efectuati se introduc ca in figura 2.4, c. In baza
reciprocitatii actiunii i reactiunii, eforturile de pe fata din dreapta sectiunii (fata i’
ce apartine barei /7, fig. 2.4, ¢), marcata de sensul pozitiv al axei x, care coincide
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cu sensul de parcurgere al axei barei, sunt egale si de sensuri contrare, fata de cele
de pe fata din stinga sectiunii (fata i"’ ce apartine barei /, fig. 2.4, ¢).

Sensurile pozitive ale eforturilor sectionale, atunci cand ne referim la fata din
dreapta sectiunii sunt, asa cum s-a precizat in subcapitolul 1.3: N si T — pozitive
cand sunt in sens invers axelor cu care sunt paralele, iar M este pozitiv cand are
vectorul dirijat in sensul axei Oz (fig. 2.4, b).

Daca bara din figura 2.4, a este in echilibru sub actiunea fortelor exterioare
efectiv aplicate si de legdtura atunci, dupa sectionare, barele / si I/ sunt in
echilibru sub actiunea fortelor exterioare efectiv aplicate si de legatura si a
eforturilor sectionale introduse. Din ecuatiile de echilibru care se pot scrie pentru
fiecare din cele doud bare obtinute in urma sectionarii, se pot determina valorile
eforturilor sectionale. Astfel, pentru bara / se poate scrie:

N+ (prF'), =0 N==) (prE"), = > (prF)_,
T+ (prF'), =0 sau T== (prF'), =) (prF'),; (2.1)
-M+Y MF' =0 M=) M,F'

pentru bara /1

~N+Y (prF"), =0 N=>(prE"), == (prE")_,
T+ (prF"), =0 sau {T=> (prF"), ==Y (prF")_, . (22
M+ M,F" =0 M == M,F/'

Rezulta:

N=>(prF"),==>.(prF") ,
T= Z(P”F,-[)y = —Z (prF")_, (2.3)
M ZZ MOF}I = _Z MOF:'”

Relatiile (2.3) se citesc astfel:

— forta axiald N este egald cu suma proiectiilor pe axa —x, a tuturor fortelor de
pe bara [ sau a celor de pe bara /7, luata cu semn schimbat;

— forta tdietoare 7 este egald cu suma proiectiilor pe axa —y, a tuturor fortelor
de pe bara / sau a celor de pe bara /I, luatd cu semn schimbat;

— momentul Tncovoietor M este egal cu suma momentelor fortelor de pe bara /,
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calculate fata de centrul de greutate O al sectiunii, sau a celor de pe bara I/, luata
cu semn schimbat.

Relatiile (2.3) exprimd legdtura dintre eforturile sectionale dintr-o sectiune
oarecare a unei bare si fortele exterioare efectiv aplicate si de legdtura ce solicita
bara. Ele pun in evidenta faptul ca eforturile sectionale sunt functii discontinui de
pozitia x a sectiunii, punctele de discontinuitate fiind: capetele barei, punctele de
aplicatie ale fortelor sau cuplurilor exterioare concentrate pe axa barei si punctele
unde incep si se termini fortele distribuite pe axa barei. In intervalele dintre aceste
puncte (denumite limite sau capete de interval), functiile de variatie a eforturilor
sectionale sunt functii continui.

Rezultd ca diagramele de eforturi sunt reprezentdrile grafice, pe fiecare
interval 1n parte, a acestor functii.

2.2. RELATIILE DIFERENTIALE INTRE EFORTURILE
SECTIONALE $I SARCINI

Se detaseaza din bara aflata in echilibru sub actiunea fortelor exterioare efectiv
aplicate si de legatura, la distanta x de origine, un element de bard de lungime dx,
prin doua sectiuni drepte (fig. 2.5, a) Pe acest element de bard va actiona forta
exterioara uniform distribuitd ¢ =q.i +q, Jj, iar in sectiunile de la capetele lui se

introduc eforturile sectionale: N, T, M in sectiunea situata la distanta x de origine

qydx
q M+dM
AR\ .QMM :
X dx L N+dN
dx T+dT
) Yy b)

Fig. 2.5.

si N+ dN, T+ dT, M + dM in sectiunea situata la distanta x + dx, toate introduse
cu semn pozitiv (fig. 2.5, b).
Ecuatiile de echilibru scrise pentru elementul de bara de lungime dx au forma:

(N+dN)-N+q dx=0
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(T+dT)~T +¢,dv =0 (2.4)

M+dM—M—T'dx—qxdx'%=O

Daca in ultima ecuatie (2.4) termenul qxdx-% se neglijeazd, el fiind

considerat o cantitate elementara de ordin superior, atunci rezulta:

a_

dx %

dr

=g 2.5
dy q, (2.5)
o _ -

dx

Deoarece, dupa cum s-a precizat, diagramele de eforturi sunt reprezentarile
grafice ale functiilor N =N(x), T = T(x), M = M(x) pe diferitele intervale ale barei,
relatiile (2.5) reprezinta pantele diagramelor respective in sectiunea x. Cu ajutorul
relatiilor diferentiale (2.5) se pot determina: alura graficului respectiv pe un
interval oarecare, valorile maxime sau minime ale efortului sectional pe intervalul
respectiv, precum si semnul unghiului dintre tangentele la cele doua ramuri ale
unei diagrame, din stAnga sau din dreapta unui punct de discontinuitate.

2.3. RELATII DE RECURENTA PENTRU EFORTURILE
SECTIONALE LA BARE DREPTE

Pe bara din figura 2.6, a s-a delimitat intervalul i—k. Daca se sectioneaza bara
in i, In aceasta sectiune apar eforturile sectionale reprezentate in figura 2.6, b care,
pentru fata din dreapta sectiunii, reprezintd torsorul tuturor fortelor, efectiv
aplicate si de legatura, care actioneaza asupra barei din stdnga sectiunii. Din punct
de vedere mecanic, aceste eforturi sectionale reprezintd efectul partii inlaturate
asupra partii rimase.

Eforturile de pe fata din dreapta sectiunii £ se pot determina in functie de
eforturile de pe fata din dreapta sectiunii 7 si de fortele exterioare, efectiv aplicate
si de legatura (fig. 2.6, b), cu urmétoarele relatii de recurenta:
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k
N, =Nl.+ZF_/.cosoc].;
i

k
T,=T,- ) Fsina,; (2.6)

k
M,=M,+TlI, —Z(Fj sina ),
j
Daca pe intervalul i-k actioneaza o fortd distribuitd (fig.2.7) eforturile intr-o
sectiune curentd x se determina astfel:
T =T —qgx; 2.7

X 1

2

M :M.+T.x—%. (2.8)

X l 1

Dacd forta tdietoare se anuleazd pe
intervalul i-£, din conditia 7, = 0 se obtine:

T.
xO =—= H (29)
q
care identificd sectiunea in care momentul
Fig. 2.7. incovoietor este maxim. Inlocuind valoarea lui

Xo in expresia lui M, din (2.8) se obtine:

T2
M, =M, +—, (2.10)
2q

relatie care permite determinarea momentului incovoietor maxim pe intervalul pe
care este distribuita forta distribuita g.

38



DIAGRAME DE EFORTURI

2.4, DIAGRAME DE EFORTURI LA CONSOLE

Prin consold se intelege acea portiune a unei bare care are un capat liber. De
exemplu in figura 2.8 , a este reprezentatd o consold cu un capat liber 4 si un
capat incastrat D. In figura 2.9, a portiunea D—E a barei poartd de asemenea
numele de consola.

Pentru determinarea diagramelor de eforturi pentru consola din figura 2.8, a se
alege sistemul de axe de coordonate cu originea in 4, punctul cel mai din stanga al
barei. Axa x coincide cu axa barei si indicd sensul de parcurgere al acesteia, de la
stanga la dreapta. Alegand sensul axei y in jos rezultd ca axa z este perpendiculara
pe planul fortelor care actioneaza asupra barei si are sensul astfel incat sistemul
axelor de referintd sa fie un sistem drept.

Deoarece bara are un capat liber nu este neaparat necesar si se calculeze
fortele de legatura Vp si Hp precum si momentul Mp din incastrarea D, calculul
eforturilor sectionale N, T si M putindu-se face reducind fortele din urma
sectiunii situatd la cota x (fig. 2.8, a).

Capetele de interval fiind deja notate cu 4, B, C, D se trece la calculul
eforturilor sectionale tindnd seama de conventiile facute in subcapitolul 1.3 si de
relatiile de recurenta prezentate 1n subcapitolul 2.3. Fiindca bara se parcurge de la
stanga la dreapta, in sensul axei x, eforturile sectionale de pe fata din dreapta
sectiunii se determind prin reducerea tuturor fortelor din urma, adicd a tuturor
fortelor care se afla pe portiunea de bara parcursa.

Forta axiald N, calculatd pe fata din dreapta sectiunii in care se determina, are
urmatoarele valori la capete de interval:

N, =3qa, deoarece forta 3ga are sensul invers axei x;

N, = 3qa, deoarece intre sectiunile 4, si By nu exista nicio forta aplicata
barei care sd se proiecteze pe axa x;

N, = 3ga—5qa=—2qa, deoarece forta 5qa are sensul axei x;

N¢, =—2qa, deoarece intre sectiunile B, si €y nu exista nici-o forta aplicata

barei care sa se proiecteze pe axa x;
N. =-2qa+2qa= 0, deoarece forta 2ga are sensul invers axei x;

N, =0 deoarece intre sectiunile C; si Dy nu existd nici-o fortd aplicaté barei

care sa se proiecteze pe axa x.
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Fig. 2.8.

Forta tdietoare 7, calculatd pe fata din dreapta sectiunii in care se determina,
are urmatoarele valori la capete de interval:
T, = — qa, deoarece forta ga are sensul axei y;

T, = — qa, deoarece intre sectiunile 4; si By nu exista nicio forta aplicata barei

care sa se proiecteze pe axa y;
T, = — qa, deoarece sectiunea B, este situatd foarte aproape de B fapt ce

conduce la neglijarea sarcinii echivalente corespunzatoare fortei uniform
distribuite g pe intervalul B—B;
T.,= —qa — 2qa = -3qa, deoarece sarcina echivalenta fortei uniform

distribuite g pe intervalul B—C, 2ga are sensul axei y;
T, = —3qa, deoarece pe intervalul C;—C; nu exista nici-o fortd aplicata barei

care sd se proiecteze pe axa y, iar sectiunea C este situatd foarte aproape de C fapt
ce conduce la neglijarea sarcinii echivalente corespunzitoare fortei uniform
distribuite ¢ pe intervalul C,—C;
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T,, = —3qa, deoarece pe intervalul C;—D; nu exista nici-o forta aplicata barei
care sa se proiecteze pe axa y.

Momentul incovoietor M, calculat pe fata din dreapta sectiunii in care se
determina, are urmatoarele valori la capete de interval:

M, =0, deoarece sectiunea 4, este situatd foarte aproape de 4 astfel incat bratul

fortei ga este suficient de mic pentru a neglija momentul dat de aceasta forta;
M, =-qala= —2ga*, deoarece roteste negativ (are vectorul in sensul invers

axei z, axa care impreuna cu axele x si y formeaza un triedru drept — axa z in cazul
studiat are sensul de la cititor la foaiea de hartie);
M, = —2qgd’, deoarece sectiunea B, este situatd foarte aproape de B fapt ce

conduce la neglijarea momentului dat de sarcina echivalentd corespunzitoare
fortei uniform distribuite ¢ pe intervalul B—B;;

M. = —qa-4a — 2qa-a = —6ga’, deoarece sarcina echivalentd fortei uniform
distribuite ¢ este aplicatd la jumatatea intervalului B—C, iar momentul dat de ea
are vectorul in sensul invers axei z;

M. = —6qa”* + 4ga’= —2qad’, deoarece cuplul concentrat 4¢a” roteste pozitiv;

M, =—qa-5a —2qa-2a + 4qa2 = —5qa2.

Pentru trasarea diagramelor de eforturi se vor lua in considerare dependenta
dintre eforturi si sarcini precizate de relatiile (2.5).

Astfel pentru forte axiala N pe intervalul 4,—B, g, = 0 si deci, N este constant
avand valoarea 3qa (fig. 2.8, b). Analog pentru intervalele B,—C, si C;—Dy, pe care
forta axiald este constantd avand valorile — 2ga, respectiv zero.

Forta taietoare ramane constantd pe intervalele A4,—B;, respectiv C—Dj,
deoarece pe aceste intervale ¢, = 0 si are o variatie liniard pe intervalul B,—C,
interval pe care ¢, = g = const. (fig 2.8, ¢).

Deoarece pe intervalul 4,—B, forta taietoare este constantd 7' = ga, rezulta ca

dm . . . . VT
e = ga = const. si deci momentul incovoietor are o variatie liniara (fig. 2.8, d).

. dr d’M dT .

Pe intervalul B,—C; — =g = const. ceea ce conduce la —=-—=¢q, adica
dx dx dx

momentul incovoietor are o variatie parabolicd. Tangenta in B la parabola

respectiva face cu axa x acelasi unghi (are aceeasi pantd) cu dreapta ce reprezinta

variatia momentului incovoietor pe intervalul 4,—B, deoarece 7, =T, . Deoarece a

doua derivatd a momentului incovoietor este pozitivd acesta admite un minim.
Pentru ca forta tdietoare nu se anuleaza pe intervalul B,—Cj, valoarea minima a
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momentului incovoietor M nu se afla intre sectiunile B, si C). Pe intervalul C,—D,
momentul incovoietor are o variatie liniara deoarece, pe acest interval forta tdietoare
este constantd 7= —3ga. Dreapta care reprezintd variatia momentului incovoietor pe
intervalul C,—D are aceeasi panti ca tangenta la parabola in C| la valoarea —6ga’.

Observatii. Diagrama N prezintd un salt in dreptul unei forte concentrate in axa
barei, salt de marimea si in sensul acesteia, aga cum rezultd din figura 2.8, b 1n
sectiunea B a barei.

In sectiunea C a barei momentul incovoietor M are un salt in sensul si de
mérimea cuplului concentrat 4ga’.

Fortele de legitura din incastrarea D se pot determina pe baza diagramelor de
eforturi. Astfel, reducand fortele care actioneazd pe bucata de bara aflatd Tnaintea
sectiunii D, eforturile sectionale calculate pe fata din dreapta sectiunii, conform cu
relatiile (2.2), sunt:

NDI:—(—HD):OSHDZO;
T, =—(Vp) =-3qa = Vp=-3qa;
M, =—(-Mp )= —5qa* = Mp=—5qd’.

2.5. DIAGRAME DE EFORTURI LA GRINZI SIMPLU REZEMATE

Prin grinda simplu rezemata se intelege o bard dreapta care prezinta ca legaturi
un reazem simplu si o articulatie plana, asa cum se poate vedea 1n figura 2.9, a.

Originea sistemului de referinta se alege in punctul A4, situat la extremitatea
stAngd a barei, iar axa x sd coincida cu axa barei. In acest fel sensul de parcurgere
al barei este de la stinga la dreapta. Pentru a putea trasa diagramele de eforturi
sectionale este necesar ca mai intai sd se determine cel putin fortele de legatura
exterioare fie din articulatia 4, fie din reazemul simplu D. Se poate observa ca
forta orizontala H, se determind scriind o ecuatie de proiectie a tuturor fortelor
efectiv aplicate si de legatura pe directia axei barei:

Hy-3ga+qa=0= H,;=2qa.

Deoarece sistemul de forte care actioneaza asupra barei este un sistem de forte
coplanar se mai pot scrie incd doud ecuatii de echilibru. Se vor scrie ecuatii de
moment in raport cu punctele 4 si D fiindca, in acest fel, cele doud necunoscute
V4 s Vp nu apar simultan in aceeasi ecuatie. Astfel din ecuatia de moment in
raport cu punctul 4:
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—2,5qa* + 3qa-4,5a — Vp-6a + 2qa-8a =0,

rezultd forta de legaturd Vp = 4,5¢ga, iar din ecuatia de moment in raport cu
punctul D:

Vi-6a—2,5qa" — 3qa-1,5a + 2qa-2a =0,

rezultd forta de legatura V, = 0,5ga. Verificarea acestor calcule se poate face
scriind o ecuatie de proiectie pe o directie perpendiculard pe axa barei:

Vy—3qa+Vp—2qa=0,

care dupa inlocuire
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0,5ga —3qa +4,5ga —2qa =0

confirma corectitudinea rezultatelor.

Calculul eforturilor sectionale N, T si M la capete de interval se poate face, de
aceastd data, reducand fortele fie din urma sectiunii in raport cu care se determina
eforturile sectionale, fie din Tnaintea acesteia, dupa cum calculul respectiv este
mai mult sau mai putin complicat.

Astfel forta axialda A, considerand conventiile de semn precizate 1in
subcapitolul 1.3, are valorile:

NA2=—HA =-2qa,
Ny =-H,=-2qa;
NB2 =-H,=-2qa,
Ne =-H,=-2qa;
N. =-Hy+3qa=qa;

Ny, =qa;
Ny =qa;
N, =qa.

Forta taietoare 7 in corelatie cu conventia de semne facutd in subcapitolul 1.3
are valorile:

T, =Va= 0,5ga;
TB1 =V,4=0,5qa;
T, =Va= 0,5ga;
TB2 =V4=0,5qa;
T =Va= 0,5ga;
T, = V4=0,5qa;

T, =Vi—3qa=-25qa;
T\, = 2qa, (au fost reduse fortele din dreapta sectiunii);
T, =2qa.

Analog, momentul de incovoiere M are valorile:
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M, = 0;

My =V42a=0,5qga2a= qaz;
My = My - 2,5qga> =-1,5qd%;
M. =Vi2a —2,5qa2 = qaz;
M. =Vi2a —2,5qa2 = qaz;

M, =-(2qa2a)= —4qa*, (au fost reduse fortele din dreapta sectiunii);
M, =—-(2qa-2a)= —4qa’;
M, =0.

Cu ajutorul relatiilor diferentiale dintre eforturile sectionale si Tncarcari (2.5)
se poate trasa variatia eforturilor sectionale pe fiecare interval al barei.

Astfel, deoarece pe intervalele A—B si B—C nu exista sarcina distribuita n axa
barei, adicd ¢, = 0, forta axiala N ramane constantd cu valoarea —2ga; de
asemenea pe intervalele C—D si D—E pe care N = ga (fig. 2.9, b).

Forta taietoare 7' este constantd si are valoarea 0,5ga pe intervalul A-B
respectiv B—C deoarece pe aceste intervale g, = 0 (fig. 2.9, c). Pe intervalul C-D,

deoarece g, = g = const. = %, forta tdietoare are o variatie liniard de la valoarea
0,5ga la —2,5¢ga. De asemenea, T este constantd pe intervalul D—F si are valoarea
2qa pentru ca pe acest interval g, = 0 = % (fig. 2.9, ¢).

Momentul incovoietor M are o variatie liniara pe intervalul A-B (fig. 2.9, d)
deoarece % = T=0,5ga = const. La fel si pe intervalul B—C, cele doua drepte,

care redau variatia momentului incovoietor M avand aceeasi panta, deoarece forta
taietoare are aceeasi valoare, 7 = 0,5ga pe cele douad intervale. Pe intervalul C-D

. : . - d’M _dT
momentul incovoietor M are o variatie parabolicd deoarece —— =—— = — ¢ = const.
dx dx
Parabola respectivd admite o valoare maxima deoarece, pe acest interval, forta
taietoare se anuleaza. Aceastd valoare se determina cu relatia (2.10):

0,5ga)’ 2,5qa)’
Muex =—qa* + 0.39a)" _ —4ga® + (23qa)" _ -0,875qa*.
2q 2q
Parabola care reda variatia momentului incovoietor pe intervalul C—-D admite
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in C o tangenta care are aceeasi pantd cu dreapta ce reda variatia momentului

incovoietor pe intervalul B—C deoarece T, = T, , adica forta taietoare nu are salt

in B. In sectiunea in care momentul incovoietor are valoarea maxima Mpmax $i in
care T = 0 tangenta la parabola este paralela cu axa barei. La dreapta intervalului
C-D tangenta la parabold se obtine rotind antiorar o dreapta paraleld cu axa barei
ce trece prin valoarea — 4qa2 cu un unghi a carui tangenta tgo, = —2,5¢qa, iar la
stanga intervalului tangenta la parabola se obtine rotind orar o dreapta paraleld cu
axa barei care trece prin valoarea —qa2 cu un unghi a carui tangenta tga,; = 0,5ga.
Pe intervalul D—F variatia momentului Incovoietor este liniard deoarece pe acest
interval forta taietoare 7= 2ga = const.

Analizand diagramele se poate constata ca in dreptul unei forte concentrate,
perpendiculara pe axa barei, de exemplu forta de legdturd Vp, variatia fortei
taietoare redatd in diagrama 7 (fig. 2.9, c) are un salt in sensul si de marimea
fortei concentrate, iar variatia momentului incovoietor, redatd in diagrama M (fig.
2.9, d) are o schimbare brusca de panta.

Variatia momentului incovoietor M are un salt in sectiunea in care este aplicat
un cuplu de forte (vezi punctul B de pe bara, fig. 2.9, a). Saltul respectiv este de
marimea si in sensul cuplului de forte.

2.6. DIAGRAME DE EFORTURI LA CADRE

In cadrul sistemelor de bare intersectiile dintre acestea poarta numele de
noduri. Nodurile pot fi rigide (nodurile C si E din fig. 2.10, a), caz in care barele
adiacente lui nu au rotiri relative, sau articulatii (nodul D din fig. 2.10, a) atunci
cand rotirile relative dintre toate barele nodului sunt permise.

Prin cadru se intelege un sistem de bare care prezintd cel putin un nod rigid
(fig. 2.10, a).

Pentru a putea trasa diagramele pe cadrul din figura 2.10, a este necesar ca
mai Intdi sa se determine fortele de legdtura exterioare, adicd fortele din
articulatiile 4, respectiv F. Deoarece cele doud articulatii exterioare sunt la acelasi
nivel, fortele de legaturd V4 si Vp se determina scriind ecuatii de moment in F,
respectiv 4, pe intreg sistemul de bare (fortele de legatura H, si Hr nu dau
moment in raport cu punctele 4 si F).

V4-5a—qa2a—2qa-6a+ 3qa2 —3ga-1,5a=0 = V,=3,1qa;
—qa-2a —2qa-a + 3qa2 +3qga-3,5%a - Vy5a=0= Vr =19qa.
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Verificarea acestor calcule se face scriind o ecuatie de proiectie pe verticala pe
intreg sistemul:

Vi—2ga—-3qa+ Vir=0< 3,1ga — 5qa +1,9ga = 0.

Determinarea fortelor de legaturda H, si Hr se face, aplicind metoda izolarii
corpurilor, prin scrierea de ecuatii de moment in raport cu D, pe corpul 4-D
pentru H 4, respectiv pe corpul D—F pentru Hp.
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3,1ga-2a — Hy2a — 2ga-3a + 3qa2 =0=> H,=1,6qa;
3ga-1,5a + Hp-2a — 1,9qa-3a = 0 = Hr = 0,6qa.

Ecuatia de proiectie pe orizontald, pe Intreg sistemul:

—qa+H;—Hpr=0< —ga+1,6ga—0,6ga=0
confirma exactitatea calculelor.

In vederea trasarii diagramelor de eforturi se alege un sens de parcurgere
pentru fiecare bari a cadrului. In figura 2.10, a sensul de parcurgere a fost marcat
prin sagetile punctate situate sub axele barelor.

La fel ca in cazul barelor drepte, trebuie ca mai intai sa se determine valoarea
eforturilor sectionale la capetele de interval. Acest lucru se face prin efectuarea
unei sectiuni, in punctul in care se doreste sa se determine efortul sectional, si prin
reducerea tuturor fortelor fie din urma acesteia fie din fata acesteia prin raportare
la sensul de parcurgere ales.

Dupa determinarea eforturilor sectionale diagramele de eforturi se traseaza, pe
fiecare interval, in conformitate cu relatiile (2.5). In functie de sensul de parcurgere
al barei ales valorile pozitive se vor trasa deasupra axei barei, iar cele negative sub
axa acesteia pentru diagramele N si 7, iar pentru diagrama M valorile negative
deasupra axei barei, cele pozitive sub axa acesteia (v. fig. 2.10, b, ¢, d).

Toate observatiile facute anterior cu privire la diagramele de eforturi
sectionale la console si bare drepte raiman valabile si in acest caz.
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3. SOLICITARI SIMPLE ALE BARELOR DREPTE

3.1. INTINDEREA SAU COMPRESIUNEA SIMPLA

O bard sau numai o portiune din ea este solicitata la intindere sau compresiune
simpla atunci cand numai efortul axial N este diferit de zero.

In cadrul acestui capitol, prin compresiune simpla se intelege solicitarea la
compresiune a barelor la care pericolul pierderii stabilitatii echilibrului in starea
deformata este mic sau inexistent. Este cazul barelor foarte groase.

3.1.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Deoarece in planul sectiunii drepte a barei torsorul eforturilor sectionale este
compus numai din forta axiala N, relatiile de echivalentd ale aspectului static
(1.29) sunt (fig. 3.1):

N = J.GXdAio; szj(rxyz—txzy)dAzo;
(4) ®*)

T.=[r,d4=0; M, =—[c,zdd=0; (3.1)
(4) (A)

Ty:jrxszzo; MZ:IGXydA:O.
(4) @)

Pentru determinarea tensiunilor in functie de eforturile sectionale este necesara
cunoasterea modului de variatie a acestora pe sectiunea barei fapt ce implica
folosirea aspectelor geometric si fizic.

Pentru a stabili dependenta dintre deplasarile diferitelor particule ale barei si
deformatiile acestora — care defineste aspectul geometric — se traseazd, pe
suprafata exterioard a barei nedeformate, doua curbe directoare, la o distanta
foarte mica una fata de cealalta, dx (fig. 3.2, a). Aceste curbe pot fi imaginate ca
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In mod analog, din ecuatii de proiectie pe Py si Pz se obtin alte doua ecuatii,
care impreund cu prima formeazd urmadtorul sistem de ecuatii diferentiale de
echilibru:

aGr a’c}'x atzx

=+ + =0
ox oy 0z
0 0 0
o, On T g (4.1)
ox oy oz

0

ot, 01, N ds. _ 0
Ox oy oz

cunoscute sub numele de ecuatiile diferentiale de echilibru ale lui Cauchy.
In aceste ecuatii, tensiunile se considera calculate in punctul P(x, y, z).
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4.2. VARIATIA TENSIUNILOR iN JURUL UNUI PUNCT

In capitolul 3.4. atunci cand s-au analizat tensiunile pe sectiuni inclinate la
bare solicitate la incovoiere simpla, s-a definit starea pland de tensiuni si s-au
determinat tensiunile principale — relatiile (3.80) — si directiile acestora.

Sa consideram acum, un element de volum orientat dupd directiile principale
de tensiuni (fig. 4.2, a) si sa determindm tensiunile cp §i tp ce se dezvolta intr-un
plan ce trece prin punctul P(x, y, z) si care face unghiul 3 cu directia 2.

GzT dX

Fig. 4.2.
In acest caz formulele (3.76) devin:

C, +0 o, —
21 2 21

2 2

6, -0,

c
o 2 cos2B

(4.2)

Ty == sin 23

T : . A .
Pentru = 2 sin 23 = 1 si valoarea tensiunii tangentiale, in modul, este maxima:

G, -6,

2170 4.
[t = (43)

In planul in care tensiunea t este maxima, tensiunea normald ¢ are valoarea:

_0,+0,
2

GE
4

(4.4)
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Tmax

Fig. 4.3.

Rezulta ca tensiunile tangentiale maxime actioneaza pe planele bisectoare ale

planelor principale si un element de volum orientat dupd aceste plane arata ca in
figura 4.2, b.

O rezolvare grafica a variatiei tensiunilor in jurul unui punct a fost datd de
Mohr. El a plecat de la relatiile (3.76) pe care le-a ridicat la patrat si le-a adunat,

rezultand:
2 2
c_+0, .-G,
o,——— +ri =2 +ri) (4.5)
2 2 !

Relatia (4.5) reprezinta, in sistemul de coordonate cOt, ecuatia unui cerc

G .+0o
(cercul lui Mohr), avand centrul pe axa Oc de abscisa %, si raza

2
Gx_cy +T2
2 v

Acest cerc se reprezinta astfel (fig. 4.3):

c,+0,
2

(jumatatea segmentului BA4) care este centru cercului; pentru G, , ©, negative
segmentele corespunzitoare se iau in sensul negativ al axei Oc;
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— se reprezintd segmentul 44, = t,,, in sensul axei Ot daca t,, > 0 si in sens
invers axei Ot daca 1,, <0;

— punctul 4; fiind un punct de pe cercul definit de (4.5), cu centrul in C si raza
CA, se traseaza cercul lui Mohr. Acest cerc taie axa Oc in punctele S; si S, ale
caror abscise sunt o1, respectiv o, (fig. 4.3)

Intr-adevir, folosind cercul lui Mohr:

c,+0, c,—0C, ’ 5
c,=0S8,=0C+CS, = 5 —+ - = +1;

G, +0, c, -0, ? 5
6,=0S,=0C-5,C= r_ +1%,
2 2 .

care sunt identice cu relatiile (3.76).

In cazul stirii spatiale de tensiuni apar trei tensiuni principale 6, 6, 63 dupa
trei directii perpendiculare intre ele numite directii principale si trei tensiuni
tangentiale maxime, in sectiuni inclinate cu 45° fatd de directiile principale.

Grafic, variatia tensiunilor in jurul unui punct, in cazul starii spatiale de
solicitare, se reprezintd prin trei cercuri, ca in figura 4.4. Cercul de centru C;

. G, +0
avand OC; = —4——2

si diametrul 6| — o, reprezintd variatia tensiunilor in planul

determinat de directiile lui o, si o5.
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%1 7% (Celelalte

In acest plan apare o tensiune tangentiali maxima t, =+

G,+0

doua cercuri C; (avand OC, = T3 si diametrul o, — o3) si Cx(avand OC, =

G, + 0,4

5 si diametrul o, — o3) reprezintd variatiile tensiunilor in planele
determinate de o», o3 §i respectiv 61, o3. In aceste plane tensiunile tangentiale
. G,-C G,—-C
maxime sunt T, =+—2—2> 1, = i%

4.3. LEGEA GENERALIZATA A LUI HOOKE

In capitolul 1 atunci cind s-au analizat aspectele problemelor rezistentei
materialelor s-a aratat ca legatura dintre tensiunile & si T §i deformatiile specifice €
si y este de natura fizica. Pentru starea monoaxiald de tensiune s-a determinat, pe
cale experimentala, prin incercarea la tractiune, legea simplda a lui Hooke,
exprimatd de relatia (1.30). Pentru starea spatiald de tensiuni, obtinerea unor
rezultate concludente pe cale experimentala nu este posibila.

Functia liniara, T, = f{T), pentru materialele perfect omogene si izotrope, in
cazul deformatiilor mici si elastice, poate fi obtinutd pe cale deductiva
(matematica).

Se considera un element de volum cu latura egalad cu unitatea (fig. 4.5, a), pe
fetele caruia actioneaza tensiunile principale 61, 6, o3.

Deformatiile specifice ale elementului considerat pot fi calculate, admitand
suprapunerea efectelor, adica considerand ca solicitarea triaxiala a particulei poate
fi obtinuta prin suprapunerea a trei solicitari monoaxiale, aplicate pe rand pe cele
trei directii principale.

Astfel, actiunea independentd a tensiunii o, (fig. 4.5, b), pe baza formulei

(1.30), produce o alungire ¢; =% pe directia / §i doud contractii specifice

c c o . o
transversale &) = —ME‘, g = —HEI pe directiile 2 si 3, asa cum indica formula

(3.22).
Analog, din actiunea independentd a tensiunii o, se obtin deformatiile
specifice:
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3
O3
! X4
1 Gl"‘
1 .’
T ;‘
G2 1
~gn s 1
1
- L —
/
// C1
Ts,
1
a) b)
Fig. 4.5
(¢} (e} (¢}
"_ 21 . n_ 92, " _ 2.
gl =-n—r; &=—

2 5 3 = i L —
E E E
iar din actiunea independentd a tensiunii 3, deformatiile specifice:

(&) (¢ G

m_ 3. m_ 3. m_ 93

€ =—u ;&= ;o &3 :
E E E

Deformatiile specifice totale pe directiile /, 2, 3, suprapunand efectele, sunt:

1 n " 1
€ =g +¢& +¢g :E[Gl —(o,+03)];
! 14 m 1
€, =¢€,+¢€, +¢; =E[02—(03+G])]; (4.6)
1

m__

€, =¢; +&; +¢€; —E[G3—(Gl+62)].

Relatiile (4.6) reprezinta legea generalizata a lui Hooke raportata la directiile
principale de tensiuni.

Daca starea de tensiuni din punctul P(x,y,z) este definitd de tensorul

tensiunilor T, descris de relatia (1.3) legea generalizatd a lui Hooke este definita
de relatiile:
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1
e, =—[o,~wo, +06.);

E

€, = E[Gy —uo. +o,)l; (4.7)

€, = l[ -wo,+0c.)l;
z E z l"L X y >

Pentru tensiunile tangentiale t legea lui Hooke pastreaza forma simpla;
Tx)’ Tyz ‘sz
= ; - = —; o = . 48
Yo=50 YT o0 V=T, (4.8)

in relatiile de mai sus E este modulul de elasticitate longitudinal, G modulul
de elasticitate transversal, p coeficientul de contractie.

In cazul stirii plane de tensiuni, pentru care o.

generalizatd a lui Hooke este definita de relatiile:

T, = 0, legea

1 1
E =—(0_.—UO , SV:_G - Gx ’
X E( X u y) ) E( y l”l )

(4.9)
— 1 . — Txy .
82__ME(GX+G}1)’ YXy_ G >
sau fata de directiile principale de tensiuni:
€ = E(Gl —HO,);
&, = E(G2 —uo,); (4.10)

1
€= _HE(Gl +0,);

Din primele doua relatii (4.9) rezulta tensiunile principale 1, o, 1n functie de
deformatiile specifice principale €, €;, in cazul starii plane de tensiuni:

E
G, = I_Hz (g, +u-¢g,);

E (4.11)
G, 2—2(82 +U-g)
I-p
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6. TEORII DE REZISTENTA

Din cele prezentate anterior s-a vazut ca sub actiunea fortelor exterioare si a
miscdrii, In fiecare punct P(x,y,z) dintr-un corp, considerat continuu, omogen si
izotrop, se dezvolta o stare de tensiuni caracterizatd prin tensorul tensiunilor T,
sau mai sugestiv, prin tensorul tensiunilor principale

c, 0 O
T.=|0 o, 0], (6.1)
0 0 o,

in felul acesta starea de tensiuni poate fi privitd ca o intindere sau compresiune
triaxiala (dupa directiile principale de tensiuni).

Dacai solicitdrile exterioare depasesc o anumita limita, atunci intr-un punct din
interiorul corpului se poate dezvolta o stare de tensiuni care si conducd la
deformatii mari, ireversibile, sau chiar la rupere. Mecanica aplicatd nu poate
explica teoretic astfel de fenomene. Din aceasta cauza, deoarece in practica sunt
necesare evaludri cantitative privind aparitia fenomenului considerat periculos sau
inadmisibil, s-a introdus notiunea de coeficientul de sigurantd (asa cum a fost
definita in paragraful 1.7.3.

In cazul in care, intr-un punct ce apartine unui corp, se dezvolti o stare de
tensiuni triaxiald, definitd de tensiunile principale o), G», o3, coeficientul de
siguranta este:

S0 _O%p _Yp

c=2u_2w D (6.2)

G, G, G,

in care oy;, g2, Co3 este o stare de tensiuni in acel punct, asemanatoare cu cea
produsa de solicitarile exterioare, la care insd se produce fenomenul considerat
periculos sau inadmisibil. Starea de tensiuni 6¢;, Gg, Go3, este denumita stare de
tensiuni limita.

Pentru determinarea unei astfel de stari de tensiuni limitd este necesara
efectuarea de experiente. Cum in practicd acest lucru este imposibil, se recurge la
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asa numita feorie a starilor de tensiuni limita, prin care orice stare de tensiuni
dintr-un punct al uni corp se considera ca poate fi inlocuitd — din punct de vedere
al posibilitatii producerii fenomenului considerat inadmisibil sau periculos — cu o
stare de tensiuni mai simplad (de exemplu cu starea limita de la intinderea simpla),
denumitad stare de tensiuni echivalentd. Aceasta inlocuire se face pe baza unui
criteriu ipotetic de aparitie a fenomenului periculos.

Starea de tensiuni echivalenta trebuie sa poata fi usor de determinat pe baza de
experiente realizate in laborator. De asemenea, ea trebuie sd caracterizeze
materialul folosit din punct de vedere al comportarii acestuia sub sarcina. Starile
de tensiuni care indeplinesc aceste cerinte sunt:

— starea de intindere maonoaxiala: o; > 0, o, = 63 = 0, caracteristica Incercarii
la tractiune, pe baza careia s-a determinat CCCT.

— starea pland mixta (de forfecare purd): o; =1, 0, =0, 53 =—T.

Criteriul pe baza céruia starea de tensiuni reald dintr-un punct ce apartine unui
corp este inlocuita cu o stare de tensiuni echivalenta, mai simpla, va fi reprezentat
printr-un factor, considerat predominant la aparitia unei stari de tensiuni limita.
Expresia sa analiticd determinandu-se in functie de proprietdtile materialului,
proprietati determinate experimental.

Sa presupunem ca starea reald de tensiuni, intr-un punct oarecare dintr-un
corp, este caracterizata de valorile o}, 02, o3 ale tensiunilor principale din punctul
respectiv (fig. 6.1, a)

3
O3
'l o criteriu 1 la limita 1
I 4 1 |
1 Gl 1 1
G2 ¢ 02
=Sy 1 —— ~rsfan 1 —— S 1 ——
L= jcech L |- — —JOcch jck L _|---GCk

(y 2 ' e e
H Y 7/
,1/ VG3

a) b) ©)

Fig. 6.1.

In baza criteriului adoptat, se calculeazi valoarea factorului corespunzitor
G, In functie de tensiunile o), o, o3, valoare care este egala cu valoarea
tensiunii ¢ 1n starea monoaxiald de intindere echivalenta (fig. 6.1, b). Valoarea
limitd a tensiunii o, determinatd experimental pe baza Incercarii la tractiune (in
starea echivalentda monoaxiald de intindere) pe o epruvetd din acelasi material,
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este o;. Aceasta poate fi limita de curgere aparenta R,, sau rezistenta la tractiune R,,.
Comparand pe o, cu o (fig. 6.1, ¢), rezulta coeficientul de siguranta pentru
starea reala de tensiuni din punctul respectiv:
Oy

c=—k (6.3)
(¢}

ech

asemanatoare cu relatia (1.25) de la intinderea simpla.
Se constata cd tensiunea echivalentd poate fi reprezentata grafic, intr-un sistem
de coordonate trirectangulare (o}, 62, G3), printr-o suprafata de ecuatie

G = S (001,00,,03) (6.4)

unde G,,,G,,,0,,reprezintd valorile limita ale tensiunilor principale oy, 63, o3, in

punctul din corp unde se dezvolta starea respectiva de tensiuni. Punctele situate in
interiorul acestei suprafete corespund unor stéri de tensiuni care nu au atins limita,
deci unor coeficienti de siguranti supraunitari. In starea plani de tensiuni se
reprezinta intersectia suprafetei (6.4) cu planul 6, =0.

Referitor la factorul ce poate fi considerat predominant la aparitia unei stari de
tensiuni limitd, Incercarile de laborator efectuate pe epruvete solicitate la intindere
au relevat ca, in momentul ruperii, tensiunile ¢ si 1, deformatia specifica liniara ¢
si energia specifica de deformatie U, ating anumite valori corespunzatoare ruperii
materialului respectiv. Se poate concluziona ca ruperea, ca stare limita de tensiuni,
este caracterizatd de acesti patru factori care nu sunt independenti intre ei. Din
aceastd cauza la solicitarea de Intindere simpld (monoaxiald), pentru a defini o
stare limitd de tensiuni, este suficient sd fie definit unul din cei patru factori
mentionati, ceilalti rezultdnd implicit.

Ipoteza cd un anumit factor este predominat in atingerea stirii de tensiuni
limita si ca valoarea limitd a acestuia este cea de la intindere simpla, constituie o
teorie de rezistentd.

Teoriile de rezistentd se diferentiazd in functie de factorii alesi ca
predominanti n atingerea starii limitd de tensiuni si poartd numele acestor factori.

Urmatoarele teorii sunt cunoscute ca teorii clasice de rezistenta:

— teoria I sau teoria tensiuni normale maxime (75);

— teoria a II-a sau teoria deformatiei specifice maxime (7%);

— teoria a I1I-a sau teoria tensiunilor tangentiale maxime (77);

— teoria a [V-a sau a energiei specifice de deformatie (7%);

— teoria a V-a sau a energiei specifice de deviatie (7zp).

Valabilitatea acestor teorii, pentru o anumita stare de solicitare, este probata cu
ajutorul datelor experimentale.
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6.1. TEORIA TENSIUNII NORMALE MAXIME

Aceasta teorie se enunta astfel: starea limita (de curgere sau rupere) este atinsa
intr-un corp atunci cand tensiunea normald maxima in valoare absolutd este egala
cu tensiunea corespunzitoare aceleiagi stari limitd la solicitarea de intindere
simpla, si a fost formulata pentru prima data de Glileo Galilei in sec. XVIIL.

Deoarece orice stare de tensiuni este complet definitd prin tensiunile
principale 61, 62, 03, conditiile pentru a nu se depasii starea limita se exprima prin
relatiile:

—-0,50,50,;
-6, <0,<0,; (6.5)

-0, <0,<0,.

In sistemul de coordonate (o1, 63, G3), conditiile (6.5) reprezintd un cub cu
latura 2oy, iar pentru situatia plana de tensiuni (o3 = 0) un patrat (fig. 6.2, a).

c ol
y : B C ' B
ry C
9 «
; o - © 0 -
! A O] A 01
‘ ¢
. Oy »le Oy l D!L ao; oy ‘D
a) b)

Fig. 6.2.

Pentru verificarea acestei teorii s-au facut incercdri de laborator. Conform
acestei teorii ruperea s-ar produce atunci cand tensiunea maxima devine egald cu
rezistenta la rupere 6| = o,. Incercandu-se pietre, care la compresiune monoaxiala
au rezistenta de rupere G,, s-a constatat cd, supuse la presiune hidrostatica (adica
G| = G = 03 = p), rezistd mult mai mult decét la compresiunea simpla. Rezulta ca
numai tensiunea c; nu poate caracteriza corect starea limita a corpului.

O imbunatatire partiald a acestei teorii s-a obtinut prin considerarea pentru
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solicitarea de compresiune a limitei de rezistenti ¢, = ac, > o,; (o >1). In

acest caz suprafata limitd ramane tot un cub in spatiu, iar in plan un pétrat, insa
originea axelor nu mai este in centrul sau (fig. 6.2, b).

In concluzie, aceasta teorie de rezistentd poate fi folositd practic cu rezultate
satisfacatoare numai pentru stari de tensiuni de intindere.

Relatia de calcul, dupa aceasta ipoteza este:

O 1= Max [ |o1], oo, |o3] ] < o4 (6.6)

echl
pentru starea spatiala de tensiuni;
cyechI: max [ |Gl|, |62| ] < Ou (67)

pentru starea pland de tensiuni.

6.2. TEORIA DEFORMATIEI SPECIFICE MAXIME

Aceasta teorie a fost formulatd de Mariotte in sec. XVII si se enunta astfel: o
stare limitd este atinsd intr-un corp atunci cand deformatia specificd maxima
devine egald cu deformatia corespunzatoare aceleiasi stari limita la solicitarea de
intindere simpla.

In cazul unei stiri spatiale de deformatie caracterizatd prin deformatiile
specifice principale €, €, €3, conform legii generalizate a lui Hooke conditiile
impuse de aceasta teorie sunt:

, 1
_|8k| <g ZE[GI —wo, +0;)]<¢g;;
, 1
_|8k| <&, ZE[Gz —Wo; +0))]<¢g;; (6.8)

, 1
_|8k| S ZE[G3 —u(o, +06,)]<¢g,;

unde €] si & sunt deformatiile specifice limita in starea de compresiune, respectiv
intindere monoaxiald. Aceste conditii pot fi scrise si sub forma:

—-ac, <o, — (o, +0,)<0;;

-oo, <0, —u(o; +0,)<0,; (6.9)

—-ac, <o, — (o, +0,)<0;.
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Cum g, > g,> g3 atunci emax = € §i teoria a doua de rezistenta se scrie astfel
O =0 —W(0, +0;) <0, (6.10)

Aceasta teorie a avut in trecut o mare raspandire, care se explicad prin faptul ca
mireste zona stirilor limiti nepericuloase de compresiune triaxiald. Insa nici
aceastd teorie nu a fost confirmatd in toate cazurile experimentale, rezultatele
incercérilor facute pe materiale tenace, cum ar fi otelurile moi, nu au verificat-o.

6.3. TEORIA TENSIUNILOR TANGENTIALE MAXIME

Aceastd teorie a fost formulata de Coulomb (1773) si sub forma actuald de
Tresca In 1856. Conform acestei teorii de rezistentd starea limita este atinsa
intr-un corp, atunci cand tensiunea tangentiald devine egala cu tensiunea
tangentiala corespunzatoare aceleiasi stari limita la solicitarea de intindere simpla.

Cunoscand tensiunile tangentiale maxime:

G,—C G,—C G,—C
T, =t—2—3, ¢, =+ 3, g =41 2 (6.11)
2 2 2
si valoarea limitd la intindere
c
T, =—% (6.12)
(o)) A 2
e B C pentru a nu se depasii starea limita,
_______________ trebuiesc indeplinite conditiile:
. & -7, <1, <1,
Ay 0 4 - —-1,<1,<1,; (6.13)
1 -1, <1,<71,.
9
] Tinand seama de relatiile (6.11) si
D, By ' (6.12) conditiile (6.13) devin
D
< Ok P )

-0, <0,—-0,50,;
-0,<0,-06,<0,; (6.14)

Fig.6.3. —6,<6,-0,<0,.
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Pentru semnul egal intre termeni, relatiile (6.14) reprezintd o prisma
hexagonala avand ca axa trisectoarea o; = o, = o3. Intersectia suprafetei
exterioare a prismei cu planul o3 = 0, defineste zona limita corespunzatoare starii
plane de tensiuni, reprezentatd de un hexagon neregulat avand ecuatiile conturul
deduse din conditiile (6.14)(fig. 6.3):

Pentru cazurile practice, in care nu trebuie depdsitd rezistenta admisibild o,
teoria a IlI-a se poate scrie astfel:

G,,m = Max [ [o1 — 0|, |61 — 03], |62 — 03] ] £ 0. (6.15)

Pentru starea plana de tensiuni (o3 = 0) conditia de rezistenta (6.15) ia forma:

Opm = Max [ |61 — 02, [o1], [02] ] < 04 (6.16)

Teoria tensiunilor tangentiale maxime a fost confirmatd de rezultatele
experimentale, in special de incercarile efectuate pe materiale tenace. Aceasta
ipoteza a fost verificatd si de Incercarile de compresiune hidrostatica pe materiale
fragile. Din aceasta cauza, pentru calculele ingineresti de proiectare aceasta teorie
este recomandatd chiar dacd uneori conduce la o usoard supradimensionare a
elementelor proiectate.

6.4. APLICAREA TEORIILOR DE REZISTENTA LA BARE

Dupa cum s-a aratat in capitolul 1, tensorul tensiunilor in cazul barelor este
definit de expresia (1.9), avand componentele G, Ty, i T... In acest caz tensiunile
principale calculate cu relatiile (3.80) sunt:

=+

2
c o
o, = I
2 2
c o\
C,=—7 ol
2 2
Se observa ca, la bare, tensiunile principale sunt de semne contrare si deci
01:02 <0.

In acest caz conditiile de rezistenta (6.7), (6.10) si (6.16), dupa teoriile 75, T;
si T, capata formele:

(6.17)

22 2
unde T° =1, +7,..
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1

O = max [ Joul, |02 ] = = (o] +yo) +41° ) <o, (6.18)
1— 1

G, =0, — G, = 2“¢cg+ ;“Jo§+4r2gca (6.19)

Opm = Max [[01— 02 ] = 4 o, +41° <o, (6.20)

in cazul in care o, = 0 teoria T, nu are valabilitate, iar toariile 7, si 7% devin:
O =+ 1)< 043 (6.21)
Coenm = 2T < Ca; (6.22)

sau, sub forma utilizatd deja in acest curs:
Tmax S Td (6.23)

in care 1, = 0,770, pentru teoria 7; si 1, = 0,55, pentru 7.
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7. SOLICITARI COMPUSE ALE BARELOR DREPTE

Solicitarile compuse ale barelor drepte sunt solicitarile in cadrul carora
torsorul eforturilor sectionale se reduce la doud sau mai multe dintre
componentele N, M, M,, M..

In functie de eforturile sectionale care se dezvoltd intr-o sectiune oarecare a
barei, solicitarile compuse se identifica astfel:

— incovoiere dubld sau oblicd; in sectiunea transversald a barei existd
componentele M, si M;

— incovoiere simpla cu forta axiald; existd eforturile N, M, sau N, M;

— Incovoiere dubla cu fortd axiald; componentele care apar sunt N, M, si M.;

— incovoiere cu torsiune, atunci cand componentele care apar sunt M,, M,, sau
M, M., sau M, M,,, M..

Calculul tensiunilor si deformatiilor barelor drepte in cazul solicitérilor
compuse se va face prin suprapunere de efecte ca urmare a mentinerii valabilitatii

Fig.7.1.

ipotezei micilor deplasari si legii lui Hooke.
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7.1. INCOVOIEREA DUBLA SAU OBLICA

In acest caz in planul sectiunii transversale a barei apar componentele M, s1 M.
dirijate dupa axele centrale principale de inertie Oy, respectiv Oz (fig. 7.1). Cele
doud componente provin din descompunerea momentului de incovoiere M; a carui
directie face cu axa Oz unghiul o

M, = M; sin o; M, = M; cos a; (7.1)

7.1.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Daci se considera ca bara este solicitatd independent de fiecare componenta a
momentului de incovoiere M; atunci, in baza formulei lui Navier, pe sectiune se
dezvolta tensiuni ¢ care au o distributie liniara (fig. 7.2.) si a céaror valoare intr-un
punct P oarecare al sectiunii, de coordonate (y, z) se determina cu relatiile:

=——Lz o, =—2y; (7.2)

Prin insumarea celor doud tensiuni o, tindnd seama de semnul lor, se
determina valoarea tensiunii reale in punctul P:
» M M

c =G;Z+G;y=[—zy—]—yz. (7.3)

z y
Se poate observa ca tensiunea ¢ variaza liniar pe sectiune, avand valoarea zero
pe o dreaptd — axa neutra — care trece prin centrul de greutate O si a cérei ecuatie
rezulta din conditia ¢ = 0:
M M

Zy——>2=0.
1 Y 1

z y

Unghiul B pe care il face axa neutrd cu axa Oz se determina cu relatia:

1. M, |
tanlez—z-—'z—ztanoc. (7.4)
z I, M, 1

y z y
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Fig. 7.2.

Cand . > [, atunci B > o si axa neutrd are o inclinare fatd de axa Oz mai mare
decit inclinarea momentului M;. Dacd I. = I, (cazul sectiunilor circulare, patrate)
axa neutra coincide cu directia momentului incovoietor M;, iar bara este supusa la
incovoiere simpla.

Pentru a identifica punctele de pe sectiune unde se dezvolta tensiunile maxime
si minime, deci punctele cele mai departate de axa neutrd, se duc tangente la
conturul sectiunii, paralele cu axa neutra (fig. 7.2).

Valoarea acestor tensiuni se determind inlocuind in relatia (7.3) coordonatele
punctelor respective S1 (11, z1) $1.52 (32, 22):

M, M, M, M,
Omax =05, =5 V1~ Z15 Oupn =045, = 7 )’2_[’

max min
1 I

z ¥y z y

Zys (7.5)

7.1.2. Calculul de rezistenta

Dacd materialul din care este confectionatd bara are aceeasi rezistentd
admisibild o, la intindere si compresiune atunci conditia de rezistentd a unei bare
solicitata la incovoiere dubla este:

O =Max [|og |, |og | ] <00 (7.6)
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Deoarece, in general, sectiunea transversala a barei este caracterizata de mai
multi parametrii, relatia (7.6) nu poate fi transformatd Iintr-o relatie de
dimensionare. Din aceasta cauza dimensionarea se face prin incercari. Se adopta
anumite dimensiuni pentru sectiune si se verifica conditia (7.6). Daca aceasta este
indeplinita atunci dimensiunile sunt bune. in cazul in care conditia (7.6) nu este
indeplinitd cu dimensiunile adoptate, atunci acestea se majoreaza pana cand
conditia este verificata.

7.1.3. Cazul sectiunilor dreptunghiulare si al celor care se incadreaza
intr-un dreptunghi cu colfurile pline

Dupa cum s-a ardtat punctele S; si S, in care tensiunea ¢ are valori maxime,
respectiv minime, se identifica destul de greu, uneori chiar prin incercari repetate.
Existd insd situatii in care cele doud puncte se pot identifica usor si repede. Este
cazul sectiunilor dreptunghiulare si al celor care se incadreaza intr-un dreptunghi
cu colturile pline (U, I). La aceste sectiuni punctele S; si S, vor fi situate in doud
colturi opuse (fig. 7.3).

Valoarea tensiunilor maxime si minime este:

Mz Y
cYmax = cYS = + _’
Lw,ow,
(7.7)
Mz M)’
cSmin = GS == +— ’
’ w. I,
Folosind aceste valori, conditia de rezistenta (7.6) capata forma:
M M,
A P LA 78
/8 M| w,

Deoarece raportul W./W, poate fi apreciat (la sectiuni dreptunghiulare
W./W, = h/b, iar la profile U si I variazd intre 7 si 10) relatia (7.8) poate fi

utilizatd pentru dimensionare:
M _
1+ | ¥y | & — Wzdlm (79)
|M W,

Wnec — |Mz
z
Ga
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B M,
M, )
+
+
S
M’ ! Ms 7
w L= W,
v, Y + M,
y W-’
Fig. 7.3.

Calculul de dimensionare decurge in modul urmator:

— se alege valoarea raportului W./W, in functie de tipul sectiunii si se
calculeaza W cu formula (7.9);

— se determind dimensiunile sectiunii din conditia W= W™ si se verifici
conditia (7.8); daca aceasta nu este indeplinita, se modifica dimensiunile sectiunii
pana cand relatia (7.8) este verificata.

7.2. INCOVOIEREA SIMPLA CU FORTA AXIALA

Cele doud componente ale torsorului eforturilor sectionale care apar in planul
sectiunii drepte in cazul solicitarii de incovoiere simpla cu fortd axiald si anume
N, M. sau N, M,, sunt echivalente cu o fortd excentricd N al carui punct de

aplicatie se afla fie pe axa Oy, fie pe axa Oz. Daca in sectiunea transversala apar N
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‘ C
=\
on S,

b) c) d)
Fig. 7.4.

si M., atunci legatura dintre si aceste eforturi sectionale este:
N=N; M.=N-y (7.10)

unde y, este distanta de la punctul de aplicatie al fortei excentrice la axa z
(fig. 7.4, a).

7.2.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

D . g . . N
Forta axiala N produce pe sectiunea dreaptd a barei tensiuni G, = ) care sunt

constante in toate punctele sectiunii (fig. 7.4, b), iar momentul Incovoietor M,

. M e . -
tensiuni G,, :I—Z ycare au o variatie liniarda pe sectiune (fig. 7.4, ¢). Aplicand

suprapunerea de efecte in punctul P de coordonate (y, z) valoarea tensiunii totale
o se determina cu relatia:
N M
GP=G§+GZZ=;+ ]Zy, (7.11)

z

a carei variatie este redata in figura 7.4, d.
Din conditia ¢ = 0 se obtine ecuatia axei neutre
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y=e=—7F—, (7.12)

care arata ca axa neutra este paralela cu Oz (axa vectorului moment incovoietor in
acest caz), la departarea e de aceasta si situatd in partea opusa celei in care este

aplicata forta excentrica K.

Valorile maxime si minime ale tensiunii ¢ se regasesc in punctele S; si S, cele
mai departate de axa neutra si se determina cu relatiile:

N M. N M.
Os T T Os T

z z

V.. (7.13)

Daca axa Oz este axa de simetrie a sectiunii atunci yg = | Y5, | = Vinax
(fig. 7.5, a), si relatiile (7.13) capata forma:
N M M
cymax =cTS =3 Omin = O l =5 (714)

=—+ ’ min S, — - >
AW 4w,

Z

deoarece W, =

reprezintd modulul de rezistenta la incovoiere.

max

7.2.2. Calculul de rezistenta

Daca materialul barei are aceeasi rezistentd admisibild la intindere si
compresiune conditia de rezistentd pentru o bara dreapta solicitatd la incovoiere
cu fortd axiala este:

mq

G =Max [|og |, |og | ] <00 (7.15)

In cazul sectiuni oarecare nu este posibild o dimensionare directi deoarece in
relatia (7.15), in general, apar mai multi parametrii. Din aceastd cauza
dimensionarea se face prin incercdri: se alege o sectiune, se calculeaza tensiunile
cu relatiile (7.13) si se introduc in (7.15); dacd conditia de rezistentd nu este
indeplinita se modifica sectiunea pana cand este verificata relatia (7.15).

In cazul sectiunilor simetrice in raport cu axa Oz (fig.7.5) conditia de
rezistenta (7.15) capata forma:

—|N|+|M—ZSG (7.16)

ech — Y max A a’
z
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A
5 W,

£ M: M | ’U.J]
.....-...__é}. ..... -.-.-.-.i.:;E_.-.-.-.--.-.-. .
: -1.l:l-|'\.

Ny N N

al b cl dl
Fig. 7.5.
iar calculul de rezistenta decurge astfel:

— se face o predimensionare a barei la incovoiere simpla cu relatia (3.65);

— se majoreaza dimensiunea calculata pentru a tine seama si de forta axiala si
se face verificarea cu relatia (7.16);

— dacd nu este satisfacuta conditia (7.16) atunci se modifica sectiunea pana
cand aceastd conditie este indeplinita.

Sunt materiale care au o comportare foarte buna la compresiune si slaba la
intindere, ca de exemplu betonul armat utilizat la confectionarea fundatiilor. in
aceste situatii este necesar ca pe sectiunile elementelor de tip bara confectionate
din astfel de materiale si solicitate la incovoiere cu fortd axiald, s se dezvolte

numai tensiuni de compresiune. Cu alte cuvinte axa neutrd sd nu intersecteze
sectiunea, cel mult sa fie tangenta la ea.

De exemplu, pentru o sectiune dreptunghiulara (fig. 7.6, a) tindnd seama de
egalitatile (7.10) se obtine expresia tensiunii G:

G:%(l+li);° yj. (7.17)

mmn

Y
"l

5

- mimma o
=
A

In punctele extreme ale sectiunii, la y = +A/2, rezulta valorile:

o =N[1+8%]) (7.18)
AU h

min
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Gmin T oin
.
O = mI
: =
4—@ e e e e e
| o
P, =
;N |
v al
' 7 O max 2N
Gm = —
4
a) b) c) d)
Fig. 7.6.

Se constatd ca, daca forta normald excentrica N este aplicata in intervalul
yoe(—h/ 6,+h/ 6), adicd 1n interiorul segmentului PP, (fig 7.6, a), care

constituie treimea mijlocie a sectiunii, axa neutrd nu intersecteaza sectiunea si

. . . h .
tensiunile pe sectiune au acelasi semn (fig. 7.6, b). Pentru y, = 6 axa neutra este

tangenta la sectiune (fig. 7.6, ¢), iar tensiunile au valorile Gpin = 0 $1 Omax =2N/ 4
valoarea maxima a tensiunii fiind intotdeauna de aceeasi parte cu punctul de
aplicatie al fortei normale excentrice S, Daci y > h/6 sau y, > —h/6, adici forta

normala excentricd S este aplicata 1n afara treimii mijlocii a sectiunii, axa neutrad
taie sectiunea la ordonata e determinata cu relatia (7.12) (fig. 7.6, d).

7.3. INCOVOIEREA DUBLA CU FORTA AXIALA

In acest caz, in orice sectiune dreapta a barei, sau a unui tronson dintr-o bara,
eforturile sectionale se reduc la efortul axial N si la momentele incovoietoare M,
si M., sau la o fortd normala excentrica Waplicaté intr-un punct de coordonate yy,

2o (fig. 7.7). Intre forta Nsi eforturile sectionale N, M, si M. exista relatiile:
N=N,M.=N-yy; M,=-N-z,. (7.19)
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Fig.7.7.

7.3.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Sa consideram ca forta excentrica N este pozitionatd astfel incét reducerea sa

in centrul de greutate al sectiunii conduce la eforturile sectionale N, M. si M,
pozitive, asa cum se poate observa in figura 7.8.

Deoarece eforturile sectionale N, M. si M, produc tensiuni o, aplicand
principiul suprapunerii eforturilor, Intr-un punct oarecare P de pe sectiune se va
dezvolta tensiunea:

P P P p N M, M
o =GN+GMZ+cMy=Z+ i ~y—1—y~z. (7.20)

z y

Din conditia ¢ = 0 se obtine ecuatia axei neutre, care se pune sub forma:
z
LiZo (7.21)
o4

ale carei taieturi y;, z; se exprima prin formulele:

N I N 1
=——- = =——. 7.22
VA M, 4 7:22)
Tinand seama de relatiile (7.19) taieturile axei neutre se pot scrie astfel:
| 1 7
y=——E; g =——.E, (7.23)
v, 4 z, A
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Fig. 7.8.

Deoarece aria 4, si momentele de inertie axiale /, si L. sunt intotdeauna
pozitive, se observa ca taieturile axei neutre (y;, z;) si coordonatele punctului de
aplicatie al fortei normale excentrice (yy, z9) sunt de semne contrarii. Din aceasta
cauza axa neutra si punctul de aplicatie al fortei excentrice sunt situate in cadrane
opuse (fig.7.8).

Pentru identificarea punctelor de pe sectiune in care tensiunile ¢ au valori
maxime, se calculeazd mai intdi coordonatele (yy, zo) ale punctului de aplicatie al
fortei excentrice, apoi, cu relatiile (7.23), taieturile axei neutre. Dupa trasarea axei
neutre, se duc tangente la conturul sectiunii transversale, paralele cu axa neutra si
se identifica punctele S; si S», care sunt punctele cele mai solicitate de pe sectiune.

In aceste puncte tensiunile sunt:

o N M, M,
— — . —_—— Z
4L s I,
' (7.24)
o N M. M,
— — —— —_—— nZ
%= 1. Vs, Iy s,
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7.3.2. Calculul de rezistenta

Valorile tensiunilor o si o nu trebuie sa depaseasca valoarea tensiunii

admisibile a materialului din care este confectionata bara:

O =Mmax [|og |, |og | ] <00 (7.25)

max

Deoarece conditia de rezistenta (7.25) nu pot fi transformatd in formuld de
dimensionare, proiectarea barelor supuse la incovoiere dubla cu fortd axiald se
face prin incercéri: se aleg anumite dimensiuni pentru sectiune si daca conditia de
rezistentd nu este Indeplinitd acestea se modifica pana cand aceasta este
indeplinita corespunzétor.

Ca si in cazul solicitarilor de incovoiere dubla si incovoiere simpla cu forta
axiald, in cazul sectiunilor dreptunghiulare punctele S; si S, sunt situate in doua

colturi opuse ale sectiunii (fig. 7.9). In aceasta situatie, deoarece Vs, = Vinax = ‘ Vs,

Gmax

x

TN
TR

J|&
|
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s ‘z Sl‘ = Z,4 = Zg, » tensiunile in punctele cele mai solicitate sunt:

M, M
o N M M. G N MY (7.26)
AW, 4w,

Daca materialul din care este confectionatd bara are aceeasi rezistentd
admisibila la intindere si compresiune, conditia de rezistenta (7.25) devine:

, :m+|z\4_2+\1\4_y < 6. (7.27)
AW !

Pentru sectiuni circulare, patrate si dreptunghiulare, la care se da raportul 4/b,
sau pentru sectiuni compuse a cdror geometrie depinde de un singur parametru,
conditia (7.27) se transforma pentru dimensionare intr-o ecuatie de gradul trei.

Calculul practic de dimensionare cuprinde urmatoarele etape:

— se neglijeaza efectul fortei axiale si se face o dimensionare la incovoiere
oblica cu formula (7.9);

— se adopta dimensiunile sectiunii tinind seama de influenta fortei axiale si a
raportului W./W,, dupd care, obligatoriu, se face verificarea conditiei de rezistenta
(7.27).

7.4.INCOVOIEREA CU TORSIUNE A BARELOR DREPTE CU
SECTIUNE CIRCULARA

O bard este solicitatd la incovoiere cu torsiune atunci cand in sectiunea
transversald a sa apare pe langd momentul de torsiune M, cel putin unul din
momentele de Incovoiere M, si M..

7.4.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Deoarece 1n cazul sectiunii circulare orice axa care trece prin centrul O este o
axa de simetrie si deci implicit axd centrald principala de inertie, momentele M, si
M se compun si formeaza momentul de incovoiere M,, a carui directie este chiar
axa neutra (fig. 7.10, a). In consecinti incovoierea este intotdeauna simpla si din
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Fig. 7.10.

distributia tensiunilor ¢ (fig. 7.10, b) rezultd ca in punctele S; si S» se dezvolta
tensiunile maxime, respectiv minime ale caror valori sunt:

M,
min| =—= > (72’8)
w.

1

cSmax = |G

unde W; = nD*/32 reprezinta modulul de rezistenta la incovoiere.

Tensiunile tangentiale t produse de momentul de torsiune M, au valori
maxime pe conturul sectiunii si o variatie liniard pe orice diametru al acesteia.
Deci, in punctele S; si S,:

= (7.29)

unde W, = 1D’/16 reprezintd modulul de rezistenta la torsiune.

Se constatd ca in cazul Incovoierii cu torsiune se dezvoltd atat tensiuni o cat si
tensiuni 1, fapt ce conduce la utilizarea teoriilor de rezistentd la calculul de
proiectare sau verificare.

7.4.2. Calculul de rezistenta

Deoarece in punctul S; se dezvolta atat Gpnax cat $i Tmax, In acest punct se va
calcula o.,. De exemplu in baza teoriei de rezistenta T, (teoria a IlI-a) aplicata la

bare:
c,, =Vo’+41% . (7.30)

ech —
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Daca 1n (7.30) se introduc expresiile 1ui Opax Cat §1 Tmax rezulta:

(7.31)

Coeficientul K7y este in functie de teoria de rezistenta utilizatd pentru calculul
lui Oech-
Conditia de rezistenta (7.31) poate fi utilizata pentru dimensionare:

VVinec — %KT — VVidim (732)
o T

a

De multe ori 1nsd, pe langa conditia de rezistentd (7.31) se impune si o
conditie de rigiditate de forma (3.114). Daca se constatd ca dimensiunile sectiunii
nu verifica conditia (3.114) atunci dimensionarea barei se va face astfel:

nec Mx dim
Y (7.33)

(e

reprezintd momentul de inertie polar al sectiunii barei.

4

unde Ip =

Probleme rezolvate

P.7.1. Bara ABCD din figura 7.11, a este actionata de forte concentrate atat in planul xOy cét
si in planul xOz si are sectiunea in forma de I (fig. 7.11, b). Stiind ca F = 1,2 kN, a = 0,8 m si
6, = 150 N/mm’ si se dimensioneze economic bara si si se traseze variatia tensiunilor o in
sectiunea B.

Trebuiesc trasate mai intdi diagramele de eforturi. Se determina diagrama M. (fig. 7.11, ¢) cu
fortele din planul xOy si diagrama M, (fig. 7.11, d) cu fortele din planul xOz (in fig. 7.11, d, axaz
este orientatd in sus pentru a pastra conventia de semne pentru momentele Incovoietoare §i in
planul xOz).

Dimensionarea barei se face cu valorile eforturilor sectionale din sectiunea periculoasa.
Sectiunea periculoasd poate fi in C, unde M. = 5Fa este maxim, sau in B unde M, = 2Fa este
maxim. Din aceastd cauza dimensionarea se face cu valorile eforturilor sectionale din C si apoi se
va verifica §i sectiunea B.

Deoarece in sectiunea C, M, = 5Fa > | M, | =2F a, pentru o dimensionare economica sectiunea
barei trebuie asezatd astfel incat /. > I, ca in figura 7.12.

Dimensionarea se face cu relatia (7.9), care implicd cunoasterea raportului W./W,. Pentru
aceasta se calculeaza momentele de inertie axiale ale sectiunii barei:
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Fig. 7.11
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N 2
Omax = 138,5 N/mm

10,35 N/mm?

10,35 N/mm?

N
128,15 N/mm? 128,15 N/mm>

v
Fig. 7.12.
3 3
[=2 M+9z~2z-(16z)2 +%=11478t4;
3 3
1,=22 'l(jt) NELR TR

Deoarece | YVmax | =17t si |Zmax| = 4,5t modulele de rezistentd la incovoiere pentru sectiunea
considerata sunt:

_11478¢*

z

4
2550 _ 545550

=6751761>; W, =

si deci
W. 6751761

W, 54,555

y

=12,376.

Aplicand formula (7.9) se obtine:

M , .1.2-10%)-
i I L)z 20

W nec __ |MZ
z

o, M| w, 150

Din egalitatea W = W™ rezulti:

3
. 111,2064-10 — 5.48 mm.
675,176
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Se adopta ¢ = 5,5 si se face verificarea calculelor:

[ M, 12-10%).
:u[Hu W:]:w@%m@:148,5N/mmz<ca_

| M w 675,176-5,5°

)
Deoarece in sectiunea B:

oo (2-1,2-10%) - (800)

1+ 2. 12,376 | = 228,62 N/mm? > o,
675,176-5,5° 2

dimensionarea barei se va face cu valorile eforturilor sectionale din sectiunea B:
~(2:1,2-10%)-(800)

Wzne('
150

(1 +§-12,376] =171,2128-10° mm’.

Din egalitatea W = W™ rezulti:

171,2128-10°
t= |————— =6,3mm.
675,176

Se adopta ¢ = 6,5 mm, dimensiune care verifica conditia de rezistenta:

3
Ol = w[l £ 2. 12,376) =138,5 N/mm’ < G,
675,176-6,5 2

Distributia tensiunilor ¢ corespunzitoare eforturilor sectionale M. = —2Fa, M, = —2Fa, din
sectiunea B, este redata in figura 7.12. Unghiul B pe care 1l face axa neutrd cu directia axei z se
calculeaza cu relatia (7.4):

I 11478t* —2Fa
tanff =—-tana = ok
1 2455t —2Fa

y

=46,753 = B=88°46".

P.7.2. Consola din figura 7.13, a este confectionata dintr-un profil cornier cu bratele egale
L 150 x 150 x 14. Sa se determine F),,, pentru orientarea sectiunii barei ca in figura 7.13, b si
sporul de sarcind ce se obtine daci forta F actioneaza dupa axa cu moment de inertie minim (fig.
7.13, ¢).

Momentul incovoietor M; este maxim in incastrare, are valoarea M; = — F[ si este dirijat dupa
axa z; (fig. 7.13, b), care face cu axele centrale principale de inertie y si z unghiuri de 45°.

V2 V2

Rezultd M_ = M, = —F~I'T =-F-1,5-10° 7 = -1060,66 F. In consecintd bara este

supusa la incovoiere oblica si determinarea lui Fi,,, se face in baza conditiei de rezistenta (7.6).
Din anexa 3, pentru cornier L 150x150x14 se obtin urmatoarele caracteristici: I, = 1340-10* mm*;
I,=347-10* mm*; yg,= 106 mm; zg, = -53,1mm; z5, = 59,5mm.

Axa neutra face cu axa z unghiul  a carui valoare este:
I, —1060,66F 1340-10*

fanp=—2. 2 = =386 = p=7529".
M. I, —1060,66F 347-10

z ¥y
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[=15m

Omin = ~ Omax

50,5 53,1

cSl’]’lEIX

B

<)

Fig. 7.13

Sensul pozitiv al unghiului B este cel trigonometric.
Se duc paralele la axa neutrd, tangente la conturul sectiunii, si se identifica punctele S; si S,
care sunt punctele cele mai solicitate. Tensiunile ¢ din aceste puncte se determina cu relatiile (7.5):

M M, — . - .

g = e e S TIO006OF og Z106066F 531y - 2462-10°F
1. I, 1340-10 347-10
M M, —~1060.66F L

Gy = —Z. -——2 .z, =————.(59,5)=18,87-10° F

R R Ve R T O

Din conditia de rezistenta
O =Max [ | |, [0 []< 0y

rezulta
24,62-10° F <150 = F,, = 6092,6 N.

Daca sectiunea este orientata ca in figura 7.13, ¢, atunci bara este supusa la incovoiere simpla
si are momentul capabil:
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_1340-10*

, 150 = 18,962 -10°Nmm.
106

M =w? o
18,922-10°
=
Sporul de sarcina ce il poate prelua bara cu sectiunea transversala asezata ca in figura 7.13, ¢

12641
este 126415 =2,07
6092,6
P.7.3. O bara din fonta cu sectiunea si dimensiunile indicate in figura 7.14 este actionata, prin
intermediul unui cablu, de o fortd P =300 kN. Cunoscénd ca rezistenta la intindere din incovoiere

Din conditia M ™ = F -1 <M * rezulta 12641,5 N.

int _

a fontei din care este confectionatd bara este ¢, = 45 N/mm?, iar rezistenta la compresiune si

a

com
a

Sistemul fiind simetric, in sectiunile 4-4 si B-B, in dreptul urechilor, se aplica eforturile din
cablu datorate fortei P, a caror marime este:

P = 300 =300 kN.

© 2-c0860°  2-cos60°
Reducand eforturile S din cablu in axa barei (fig. 7.15, a) se obtine o forta verticala

compresiune din Incovoiere este ¢ = 120 N/mm?, s3 se verifice sectiunea barei.

A Bl 30
- A
o
: =3
H O on
; =
: ot
. -~
€ AL 180 i
140
«—»
Al
. 1200 ! 1200
Fig. 7.14

F = S-c0s60° = 300-cos 60°= 150 kN, o fortd orizontala F, = S-sin 60° = 300-sin 60°= 259,807 kN
si un moment M = (S-sin 60°)-100 = 25,9807 kNm.

Cu aceste solicitdri se traseaza diagramele de eforturi N si M. redate In figura 7.15, b. Din
analiza lor reiese ci sectiunile cele mai solicitate sunt A si B. in sectiunile 4* si B, bara este
solicitata la Incovoiere simpld, valoarea momentului fiind M, = 21 kNm, iar in sectiunile A" si B”
la incovoiere simpla cu forta axiala, valorile eforturilor fiind N = 259,807 kN, M, = 46,9807 kNm.

Deoarece bara este confectionata din fontd, material care se comporta diferit la intindere si
compresiune, pentru verificarea conditiilor de rezistentd (3.67) si (7.16) este necesara trasarea
variatiei tensiunilor ¢ pe sectiune.
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150 kKN 150 kKN
A 25,9807 kNm 25,9807 kNm .
: C A AN ./.\ D
| \ AN iy
" 259,807 kN 259,807 kN =T
| F, 140 2400 140

> > >

. Jc

o

CR—— —— % T

G e g 259807KN 46,9807 kNm
i s =
B @wﬂl||||||||||||||||E$>IIIIIIIIIIIIIIIM
21 kNm 21 kNm
a) b)

62,29 N/mm?
o'%, = 44,25N/mm*

g
£ 18,04 N/mm’®
i = —

wv o —
o 2 B
= ° =1

<t |

Z_(jv G E ,,,,,,,,,,,
ooy = \
S s - .
= 3473 N/mm? O = 5277N/mm
c) d)
Fig. 7.15.

Pentru aceasta este necesar sa se determine mai intéi pozitia centrului de greutate al sectiunii:

_15-30-180+(30+150)-30-300
30-180+30-300

Y =118,125 mm.

Cunoscand pozitia centrului de greutate se poate calcula momentul de inertie al sectiunii in
raport cu axa z:

3
. :301 180

+30-180-(118,125—15)> +

300° -30

+ +300-30-(180—118,125)% =159,789-10° mm*.
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in figura 7.15, ¢ este redata variatia tensiunii o in sectiunile 4" si B. Valorile maxime se
ating in punctele S; i S:

6
oy =210 118125 215,52 N/
159,789-10
6
o5 =— 10 (211875) = 27,84 N/mm?.
159,789-10

Conditia de rezistenta in sectiunile 4™ si B este indepliniti deoarece:
o =1552N/mm’ < o™ =45 N/mm?;

|os,| =27.84 N/mm? < 6™ =120 N/mm’

in figura 7.15, d este redat variatia tensiuni o in sectiunile 4” si B*. Valorile maxime sunt:

_ —259,807-10° . —46,9807-10°

Gy = . — 118,125 = ~18,04 34,73 = —52,77 N/mm?>;
14,4-10 159,789 10

_ —259,807-10° . —46,9807-10°

Oy, = S —(-211,875) = =18,04 + 62,29 = 44,25 N/mm?.
14,4-10 159,789 -10

Pentru ci si in sectiunile 4* si B :

|og|=52.77 N/mm® < 6™ =120 N/mm”;

oy, = 44,25 N/mm’ <™ =45 N/mm’

rezulta ca bara este dimensionatd corect, conditiile de rezistentd verificandu-se in toate sectiunile
periculoase.

P.7.4. Sa se determine valoarea maxima a tensiunii ce se produce la baza unei fundatii, stiind
ca aceasta are o greutate Q = 150 kN, iar forta P =130 kN o solicitd excentric pe axa Oz la distanta
e=-0,45 m (fig. 7. 16). Dimensiunile sectiunii transversale a fundatiei suntbx 7=2 x 1 m.

Forta P se reduce in centrul de greutate al sectiunii la o forti axiald de compresiune N” = P si
la un moment incovoietor dirijat dupd axa Oy a cdrui valoare este M, = —P-e. Greutatea O se
reduce numai la o fortd axiald de compresiune N¢ = P.

Tensiunea normald maxima de compresiune se produce in punctele situate pe muchia BC. Ea
se compune din tensiunea normald de compresiune produsi de N=N"+ N2 =P + O si din cea de
incovoiere produsd de momentul M, = —P-e si are valoarea:

_ Q+P P-e_ 150+130 130-0,45
T4 w21 2
6
Tensiunea normala in punctele situate pe muchia AD este egala cu:
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Fig. 7.16.
o, =-2+P _Pre 1504130 130-045 ) s \njm?=0,5215 N/mm.
4w, 2-1 2% -1
6

Se constatd ca pe sectiunea fundatiei se dezvoltd numai tensiuni de compresiune. Acest lucru
poate fi verificat si prin faptul ca punctul de aplicatie al fortei excentrice N
M, P.e 130-045

z, = = = =
N P+Q 130+150

0,208 m,

N i - . b
este situat in treimea mijlocie a sectiunii fundatiei deoarece z, = 0,208 m < 3 =0,33m.

P.7.5. Grinda din figura 7.17, a cu dimensiunile si fortele indicate, se realizeaza din doua
profile U 30 (a = Im; o, = 150 N/mm?). Si se determine valoarea maximi a fortei F pe care o
poate suporta grinda si sa se traseze distributia tensiunilor ¢ in sectiunea D.

Se considera grinda in planul (x, y) figura 7.17, b, actionatd de sarcinile transversale din acest
plan si de sarcina axiala. Diagrama N este reprezentata in figura 7. 17, ¢. Se determina reactiunile
verticale din C si G si se traseaza diagrama M, (fig. 7.17, d).

Se considera grinda in planul (x, z) ( axa z este orientatd in sus pentru a pastra conventia de
reprezentare a momentului incovoietor de partea fibrei intinse) figura 7.17, e, actionata de sarcinile
transversale din acest plan. Dupa determinarea reactiunilor se traseaza diagrama M., reprezentata
in figura 7.17, f.

Sectiunea cea mai solicitatd este cea din D, eforturile din aceasta sectiune avand valorile
N=10Fa ,M.=5FasiM,=2,5Fa.

Din anexa 6, pentru U30 se obtin urmatoarele caracteristici: L; = 8030-10* mm®*, I, = 495.10*
mm*, A, = 58,8-10° mm’. Pentru sectiunea compus a barei caracteristicile geometrice sunt:

6
I=2I,=2-8030-10* = 160,6-10° mm*; W, = I _160.6-10
T 150

=1,07067 -10° mm?;
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100

300

; 27
VY
10F B C D G
b
i Y D
a 2a - 2a
N '5,5F g 2,5F
»y
10F
it g
W)
B C D G
2Fa
) e D G d)
A 5Fa
3F 4F
B C D G| e)
5,75F 1,25F
3Fa
(M) " D -c f)
B C -+ [
2,5Fa”
Fig. 7.17.
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121,53 N/mm’
ie 149,99 N/mm’

+)/
/
,
%

78,13 N/mm?

N |

+

AR

14,23 N/mm® 78,13 N/mm’

57,63 N/mm?

57,63 N/mm?

Fig. 7.18
1,=2(Iyy +A4y-d )= 2:[ 94510 + 58,8-10%(100 — 27)*] = 72,56904-10° mm*;

I, 72,56904-10°
100

W, = =72,56904-10* mm?;

y

|Z max

A=24,=2-58,810> = 11,76-10° mm”.
Deoarece sectiunea barei se incadreaza in categoria sectiunilor cu colturi pline, din conditia de
rezistenta (7.27) se determina valoarea maxima a fortei F
10F 5F-10° 2,5F-10°
Gmax = 3 + 6 + 4
11,76-10°  1,07067-10°  72,56904-10
Rezultd Fi,x = 16,73 kN. Cu aceasta valoare se verifica si sectiunea C:

<150 = 8,9653-10°F < 150

_10-(16,73-10%) . 2-(16,73-10%)-10° . 3-(16,73-10%)-10°

3 ; — =114,64 N/mm’ < g,
11,7610 1,07067-10 72,56904 - 10

O

Distributia tensiunilor ¢ corespunzatoare sectiunii D este redata in figura 7.18. Taieturile axei
centrale, calculate cu relatiile (7.22) sunt y; =—-27,3 mm si z; = 24,6 mm.

P.7.6. Pe un arbore sunt montate doua roti de raze R; si R, actionate la periferie de fortele 7}
si 75 (fig. 7.19, a). Arborele are sectiune circulara plina i transmite o putere P = 28 kW la turatia
n =400 rot/min. Sa se dimensioneze arborele, dupa ipoteze a III- a de rezistenta stiind ca otelul din
care este confectionat are ¢, = 80 N/mm?, G = 8,077-10* N/mn?’, iar risucirea specificd admisibilad
este (do/dx), = (1/3) */ .
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f—— e —— =
M, =668,5 Nm M, =668,5 Nm
ooy LALLM VMDY .5
445,67 Nm
b)
Fig.7.19.

Fortele care actioneaza rotile 1 si 2 se reduc in axa arborelui la fortele I, respectiv F>, sila
un moment de torsiune M, (fig. 7.19, b), a carui valoare este:

M, =9,55-10° r_ 9,55-10° 42—5) = 668,5 Nm
n

Diagrama momentului de torsiune M, este redata in figura 7.19,b.
Fortele Fy, si F5, se determind astfel:

3
Foog =M. _ 668510

=222833N;
R, 300
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M 10°
F, o, = M. _ 668510

=33425N.
’ R, 200

Cu aceste valori s-a trasat diagrama momentului de incovoiere M. in figura 7.19, b.
Intre cele doua roti, arborele fiind solicitat la incovoiere cu torsiune, calculul de proiectare se
face cu relatia (7.32) in care:

2 2
M
Ky o= 1+ —| =.[1+ 0685 1 _ 1803,
MM 445,67

deoarece momentul de incovoiere maxim este in sectiunea A4 si are valoarea:

M=\ [M?+M? = \[445,67% +0 = 44567 Nm = M™.

Rezulta:

M™  44567-10°

T

VVinec — K ]’803 = 10’044103 mm3.

a

3
. . . o odim T
Deoarece sectiunea arborelui este circularda W™ = ETY si deci;

[ 3
d=: 10,044-10° -32 46,77 mm,
T

Se adopta d = 47 mm i se verifica exactitatea calculelor:

3
o 29071032 4 603~ 78,8 Nimm’ < o,

n-47

Verificarea conditiei de rigiditate la torsiune se face cu relatia (3.114):

3
(%PJ :%: 008310 _17,28:10" rad/mm >
ma (8,077-104)[“'47]
32
> ﬂj :l-l-%:S,Sz-IO’ﬁrad/mm.
dx). 3 180 10

Deoarece conditia de rigiditate nu este indeplinitd, dimensionarea se face cu relatia (7.33):

3 4 6
e _ 668;5 10 a0 _md' d:4/1,4421 10°:32 o
(8,077-10*)(5,82-10°°) 32 n

Se adopta d = 62 mm.
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P.7.7. Arborele din figura 7.20 transmite puterea P = 30 kW la turatia n = 250 rot/min.
Raportul eforturilor din ramura conducétoare si ramura condusa a fiecarei curele de transmisie este
2. Razele rotilor sunt: R; = 400 mm, R, = 500 mm. Sa se dimensioneze arborele cu sectiune
circulara dupa 7. (o, =70 N/mmz).

y1. 300 |, 400 | 400

1146 Nm
o & IS 2
M‘(
Fy,=8595

A

1875,27TN

750,11 Nm
1750,25 Nm
Fig. 7.20
Momentul de torsiune transmis de arbore este:
M, =955-10° % =9,55-10° 3—00 =1146 Nm,

si el se manifestd pe portiunea cuprinsa intre cele doua roti (fig. 7.20)
Reducénd, in axa arborelui, eforturile din ramurile curelelor, se obtin fortele (fig. 7.20):

M 10°
Fo a2y Mg 160
R, 400
3
£, =31, =3M 3 140107 fesen,

R, 500
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deoarece intre eforturile din ramurile curelelor si momentul M, existe egalitatile:
M, =2T\R, - T\R,=T\Ry;
M, =2T)R, — THR, = TLR,.
Cele doua forte actionand in plane diferite vor produce momente de incovoiere atat in planul

cu normala z (M.), cat si in planul cu normala y (M,). Pe baza diagramelor de eforturi (fig. 7.20) se
stabileste sectiunea in care momentul total de incovoiere este maxim:

M| =41875.27> +750,11° =2019,73 Nm;

M? =4/937,647 +1750,25% =1985,58 Nm.

Sectiunea periculoasa este in dreptul rotii 1 deoarece in aceastd sectiune atdt momentul
incovoietor cét si momentul de torsiune au valorile maxime.

Deoarece pe tronsonul dintre cele doud roti arborele este solicitat la incovoiere cu torsiune,
calculul de proiectare se face cu relatia (7.32) in care:

2 2
M
K, =1+ 2 =1+ 1146 =1,1497.
M 2019,73

Rezulta:

M™ 2019,73-10°

K, = -1,1497 =33,174-10° mm’.

nec __
Wi =
a

. C e . o i nd 3 . .
Sectiunea arborelui fiind circulara W,.dm = ETH si deci;

3
G403 e
n

Se adopta d = 70 mm i se verifica exactitatea calculelor:

3
or _ 2019.73-107-32 1,1497 = 68,95 N/mm’ < o,.

max 3

n-70

Probleme suplimentare

P.7.8. Un stélp de fontd de inaltime mica, avand sectiunea patratd, este solicitat de doua forte
concentrate ca in figura 7.21. Cunoscand valorile tensiunilor admisibile ale fontei ™ = 45 N/mm’

com

si 6" =120 N/mm?, si se dimensioneze acest stalp.

P.7.9. O consola de lungime / = 2m este solicitata in capatul liber de doua forte transversale F’
si de o forta axiala 5F ca in figura 7.22. $tiind ca sectiunea barei este un profil I 30 si ca
materialul din care este confectionatd are tensiunea admisibild ¢, = 150 N\mm?, si se determine
intensitatea maxima a fortei F pe care bara o poate suporta.
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40 kN
18kn| |
’ F
P .
z F
a__, ' 5F |
h

Fig. 7.21. Fig. 7.22.

P.7.10. Pe un arbore sunt montate doud roti de curea. Raportul eforturilor din ramura
conducatoare §i ramura condusa a fiecdrei curele de transmisie este indicat in figura 7. 23. Sa se
dimensioneze arborele dupa 7., dacd transmite puterea P = 46 kW la o turatie de 420 rot/min, iar
o, =80 N\mm”.

N
250 C
R
N Sl
\ B
A 40
3%
400 200
2,27

Fig. 7.23. Fig. 7.24.

P.7.11. Sistemul de bare din figura 7. 24, incastrat in 4 si C, este actionat de forta F'= 5kN. Sa
se dimensioneze bara ABC stiind ci are sectiune circulari (o, = 100 N\mm?).
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8. FLAMBAJUL BARELOR DREPTE

S-a aratat pand acum ca in teoria de ordinul I sau teoria lineara a structurilor,
bazata pe ipoteza micilor deplasari si legea lui Hooke, ecuatiile de echilibru static
se scriu pe forma nedeformata a structurii, fapt ce permite aplicarea principiului
suprapunerii efectelor ca o consecintd a dependentei liniare dintre tensiuni si
deplasarile provocate de solicitari.

Forma deformata a unei structuri sub sarcinile exterioare este denumita forma
de echilibru elastic.

Flambajul (pierderea de stabilitate) constituie trecerea formei deformate a unei
structuri dintr-o pozitie de echilibru stabil intr-o pozitie de echilibru instabil.
Astfel o bard poate trece intr-o pozitie de echilibru instabil daca forta P este mai
mare decat o valoare P, (fig. 8.1). Sarcina la care se produce aceasta trecere se
numeste sarcind criticd (sarcind de flambay)

Pentru a analiza natura echilibrului formei P<P, .
deformate a unei structuri trebuie cercetatd h
comportarea acesteia la deformari vecine
formei de echilibru elastic. Acest fapt implica
necesitatea scrierii ecuatiilor de echilibru pe
forma deformatd ceea are drept consecintd
imposibilitatea aplicarii principiului supra-
punerii efectelor.

Deoarece calculul tensiunilor si depla-
sdrilor se face prin scrierea ecuatiilor de echilibru pe forma deformatd a
sistemului, acest calcul este un calcul neliniar (calcul in teoria de ordinul II).

Flambajul barei drepte sub actiunea unei forte axiale de compresiune se
numeste flambaj pur. In aceasta situatie trebuie calculatd forta maxima Py, care
fata de forta critica P, sa conduca la un coeficient de flambaj:

Fig. 8.1.

¢, =If¢>1. (8.1)

max
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Marimea coeficientul de sigurantd la flambaj ¢, se stabileste prin standarde in
functie de conditiile de exploatare, materialul folosit §i importanta pieselor care
prezinta riscul de pierdere a stabilitatii.

8.1. FLAMBAJUL BAREI DREPTE SOLICITATE
LA COMPRESIUNE

Se considera bara AB din figura 8.2, a articulatd in 4 si simplu rezemata in B,
solicitata la o forta axiald de compresiune P. Dacd forta P = P, atunci bara isi
pierde stabilitatea si trece in pozitia deformata prezentata in figura 8.2, . Aceasta
forma deformata este descrisd de ecuatia fibrei medii deformate:

d*v M
— = (8.2)
dx EI
in care v reprezintd sageata din sectiunea curenta i; M — momentul Incovoietor din
sectiunea i; £ — modulul de elasticitate lungitudinal al materialului barei; / -

A X AX

P<P, P>P,

B 3 B
'y '}

h>b
v

<

a) b) c)
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momentul de inertie al sectiunii barei in raport cu o axa perpendiculard pe planul
in care bara s-a deformat (in cazul studiat /. — de fapt flambajul poartd numele
acestei axe).

In sectiunea 7, reducand fortele din urma pe forma deformata (fig. 8.2, b) se
poate constata ca momentul incovoietor M are valoarea:

M=Pv. (8.3)
Daca se inlocuieste valoarea lui M data de (8.3) in relatia (8.2) si se noteaza

P
k> =—, 8.4
Z (8.4)

aceasta devine:
2
v

F+k2v=0. (85)

Solutia ecuatiei diferentiale de ordinul doi omogena (5.5) este:
v=C,sinkx+C, coskx. (8.6)

Functia v(x), care reprezintd forma deformata de flambaj, trebuie sa satisfaca
conditiile: pentru x = 0, v = 0 si pentru x = /, v = 0. Din prima conditie rezultd
C, =0, iar din a doua C;sink/ = 0, care conduce la :

sinkl = 0, (8.7)

Solutia C; = 0 nu convine deoarece in acest caz bara nu ar prezenta forma
deformata.
Ecuatia (8.7) poarta numele de ecuatie de stabilitate si are solutiile:

kl=0,m, 2m, 3m, ..., nm. (8.8)

Solutia &/ = 0 se va elimina deoarece ea conduce la situatia P = 0 in baza
relatiei (8.4). Celelalte solutii conduc la urmatoarele valori ale fortei P la care se
produce flambajul barei studiate:

2 2 2
R, =Gj El, B, :(2775) El; ..; P, =(”—l"j EIl. (8.9)
Pe baza acestor valori se obtin deformatele proprii de flamba;j:
1n

. .2 .
v, =Cllsm%x; v, =C, sanx; s v, =C s1n%x. (8.10)

care sunt sinusoide cu una, doua sau n semiunde. Aceste deformate care depind de
un parametru Cj; nedeterminat, constituie forme de echilibru indiferent.
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Daca se defineste lungimea dintre doud puncte succesive de inflexiune ale
formei deformate de flambaj, ca lungime de flambaj /;, atunci totalitatea sarcinilor
de flambaj (8.9) se exprima prin formula generala:

n’El
P, = B (8.11)
!
. . . [ )
in care [ria valorile: [, =1; [,, :E; vy ==
. -

Din multimea de forte de flambaj ne intereseaza forta cu valoarea cea mai
mica. Aceasta se obtine atunci cdnd numitorul fractiei (8.11) are valoarea cea mai
mare, adicad forta minima corespunde lungimii maxime de flambaj.

Daci se considera ca bara are legaturi identice in planele principale de inertie,
atunci flambajul se va produce dupa directia principald de inertie dupa care
momentul de inertie principal este minim (in cazul considerat dupa axa O., fig.
8.2, ¢). Rezulta ca forta critica la care bara studiatd flambeaza este:

2
PC,,=%. (8.12)
S

Relatia (8.12) este denumita formula lui Euler.

8.1.1. Lungimi de flambaj

Deoarece deformata de flambaj este o sinusoidd lungimile de flambaj
corespunzatoare unor bare ce prezinta legaturi ideale se pot determina astfel: pe o
sinusoida indefinita se plaseaza forma deformata de flambaj a barei, compatibila
cu legaturile reale ale acesteia; distanta dintre doud puncte succesive de inflexiune
reprezintd lungimea de flambaj. Astfel, la cazul b) din figura 8.3, stiind ca punctul
B’ este un punct de inflexiune, se duce simetricul C’ si lungimea semiundei C'4B’
reprezintd lungimea de flambaj /= 2/ a consolei AB. In cazul din d) din figura 8.3,
se observa ca punctele C, D de inflexiune ale deformatei de flambaj, sunt
extremitdtile unei semiunde si determina lungimea de flambaj /r= 0,5/.

In cazul e) din figura 8.3, in care incastrarea B se poate deplasa liber pe
orizontald, deformata posibild este AB’, iar semiunda sinusoidei de flambaj
portiunea C'AD'; rezultd [y= I.

Lungimea de flambaj pentru cazul c) (fig. 8.3) este [r= 0,7/ s1 s-a determinat
folosind ecuatia fibrei medii deformate a barei comprimate si Incovoiate.
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Fig. 8.3.

8.1.2. Limita de valabilitate a formulei lui Euler

Existenta lui £ in relatia (8.12) presupune utilizarea legii lui Hooke o = E,
ceea ce arata ca formula lui Euler este valabild numai in domeniul deformatiilor
elastice ale materialului barei.

Deoarece bara este supusa la compresiune, intr-un punct din interiorul sau, in
situatia critica, se dezvolta tensiunea:

2 2
o, =to Tl TE (8.13)
A ;A A

unde:
A=—L (8.14)
lmin

reprezintd coeficientul de zveltete (sau coeficientul de subtirime) al barei, iar

) I, o o o o . y 9
i =, este raza de giratie (de inertie) minima a sectiunii barei dupa axa fata

min

de care care flambeaza bara.

Relatia intre of i A, reprezentatd de formula (8.13), este o hiperbola, numita
hiperbola lui Euler, redata in figura 8.4. Pe aceasta curba se poate marca punctul
B, avand ca ordonata limita de proportionalitate c,. Deoarece, asa cum s-a artat,
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ok formula (8.13) s-a stabilit pe baza

unor relatii care admit legea lui
Flambaj Hooke, inseamna ca ea este valabild
% I"”’b‘_’j i cat timp Gy < O, respectiv A = Ao.
? la\mc Pentru A < Ao, adicd o,y > G), In
2 bard se produc defor-matii plastice,
ceea ce face ca formula lui Euler sa
nu mai fie valabila.

In consecintd punctul B, respectiv
abscisa Ay, 1mparte domeniul de
Fig. 8.4. variatie al lui A In doud parti:

— zona flambajului elastic, cand

~ 0

A
T

Gerp < Gp, TESPECLIV A > Ag;

— zona flambajului plastic, cand A < Ao, adicd 6.y > ©).

Limita de valabilitate este impusa de conditia ca deformarea barei sa se
producd in domeniul deformatiilor elastice, adica:

n’E E
Gy = <6, => Ay 2T |— (8.15)
A i c,

unde o, este limita de proportionalitate a materialului, iar Ay o caracteristica
elastica a materialului.

Pentru materialele mai des utilizate A are urmatoarele valori:

- otel de constructii (S235): Ao =105;

- lemn: Ao =100;

- fonta: Ao = 80;

- oteluri superioare Ao =280 ... 100.

8.1.3. Flambajul barei drepte comprimate in domeniul
deformatiilor permanente

In cazul barelor mai putin zvelte, dublarea formei de echilibru, in situatia
critica, se produce cu aparitia deformatiilor permanente in fibrele de la intradosul
barei, restul fibrelor urmand a se deforma elastic (fig. 8.5).

In cazul materialelor tenace, cu cat A scade, palstificarea cuprinde majoritatea
pana la totalitatea fibrelor barei. Rezultd ca in cazul materialelor tenace pentru
A > A toate fibrele barei se deformeaza elastic, pentru A € (A, Ag) bara flambeaza
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Oeny Jl
Deformatii
elastice -
Deformatii ¢
permanente Gp
o
Fig. 8.5. Fig. 8.6.

in domeniul elasto-plastic, iar pentru A < A; bara cedeaza prin pierderea capacitatii
de rezistenta.

Determinarea functiei o, , = f(A) in domeniul deformatiilor permanente a
fost facuta, pe cale empirica utilizand rezultatele unor serii de experiente, de catre
Tetmajer si lasinski, care au propus o relatie de forma:

G, =a—bk. (8.16)

unde a, b sunt constante determinate experimental.
Relatia (8.16) este valabila pentru oteluri si lemn in domeniul (A, Ao), A; fiind
determinat, de asemenea experimental.

Tabelul 8.1.
Materialul a b M Ao
$235 (R, = 240 N/mm®) 304 1,12 60 105
Otel R,, = 480 N/mm’; R, = 310 N/mm” 460 2,57 60 100
Otel R,, = 520 N/mm?; R, = 360 N/mm’ 577 3,74 60 100
Otel cu 5% nichel 461 2,25 0 86
Otel crom-molibden 980 5,30 0 55
Duraluminiu 372 2,14 0 50
Lemn 28,7 0,19 0 100
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Tabelul 8.2.
Piesa ¢r
Tii Masini cu un cilindru 812
ija -~ - - vy
pistonului Mas.ln} cuun c1711'ndrl'lv$1 contratija: 4_3
masini cu doi cilindrii
i Masini termice mari 14-28
Biela :
Motoare de automobil 4-55

Cand A <A atunci o, ,=R,,,, unde Ry, reprezintd limita de curgere
aparenta a materialului.
In figura 8.6 este redati variatia c.., = f(A) pentru materiale tenace, pe cele trei
domenii, graficul din aceasta figurad purtand numele de diagrama caracteristica la
flambaj, pe baza careia se efectueaza calculul practic la flamba;.

Coeficientii a si b variaza de la un material la altul; cateva din valorile lor, ca
si limitele Ao, A sunt date in tabelul 8.1.

Pentru fonta se foloseste o variatie parabolica

6, =776—-121.+0,053)’ (8.17)
valabila pentru A € [0,80].

8.2. CALCULUL PRACTIC LA FLAMBAJ

Problemele deosebite apar in cazul in care se face dimensionarea deoarece nu
se cunosc dimensiunile sectiunii si deci nu se poate determina A.

In acest caz se pleaci de la ipoteza ca flambajul se produce in domeniul
deformatiilor elastice si deci, se poate folosi relatia lui Euler pentru dimensionare:

2
P-cfg -lf
)

nec __
1 min

=L (8.18)

in care creste coeficientul de sigurantd la flambaj care, pentru constructii metalice
(structuri de hale industriale, cladiri, macarale etc.) se cu o variatie liniara:

¢, =1,6+0,00661, (8.19)
/
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in domeniul A € (0,A9) si cu o valoare constantd c,= 2,3 pentru A > Aq.

Pentru piese de masini valorile extreme ce sunt indicate sunt: minimum ¢, = 4
s1 maximum c,= 28. In tabelul 8.2. sunt indicate cateva valori recomandate pentru
tije de piston si biele, conform tratatelor de organe de masini.

Odata cunoscute dimensiunile sectiunii se calculeaza A si se compard cu A,
respectiv A; pentru a se constata in ce domeniu se produce flambajul:

— daca A <y atunci rezultd cd dimensionarea ficutd cu relatia (8.18) este
corecta;

—dacd A e (A1, Ao) atunci se calculeaza o, rcu relatia (8.16) si ¢, cu relatia

. . P . - . s
(8.19); apoi se determind: c=——sgi se compard cu rezistenta admisibild la
o
flambaj calculata cu relatia:

c .= Cr’f; (820)

daca 6 < o, atunci dimensiunile sectiunii sunt bune, dacd nu, se mareste
sectiunea si se reia calculul;

— dacd A <A, atunci calculul este identic cu cel precedent numai ca
Ocr, = Re.

Dupa cum se poate constata, calculul practic la flambaj este in fapt un calcul
de verificare pe baza diagramei caracteristice la flambaj.

Metoda prezentatd anterior este denumitd metoda coeficientului de siguranta
la flambaj.

Probleme rezolvate

P.8.1. Sa se dimensioneze un stilp de lungime / = 2 m solicitat la compresiune de o forta
P = 280 kN. Stalpul, de sectiune inelard (d/D = 0,8), are legaturi identice in cele doud plane:
articulatie la un cap si incastrare la celdlalt (fig. 8.7). El este confectionat din otel cu urmatoarele
caracteristici: 6, = R, = 310 N/mm?; @ = 460 N/mm?; b = 2,57 N/mm?; Ao = 100; A, = 60, iar
coeficientul de sigurantd variaza dupa legea (8.19).

Stalpul, avand aceleasi legaturi in cele doud plane, lungimile de flambaj vor fi identice si
egale cu /= 0,7/ conform cu figura 8.3, c.

Se face intai o predimensionare cu formula lui Euler:

e _ ool _ (280-10°)(2,26)(0.7-2000)°
n’E n?-2,1-10°

min

=5,98416-10° mm*

folosind pentru coeficientul de sigurantd valoarea c, = 1,6 + 0,0066-100 = 2,26.
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Din egalitatea

4 4
P =i =" [ L
64 D

B C
A ] o
AF rezulta:
5
Des 64 5,984164 10 — 67,4 mm.
~ n(1-0,8")
Se adoptda D = 68 mm si rezultd d = 0,8-68 = 54,5 mm. Se
alege d = 54 mm.
Pentru verificarea conditiei de pierdere a stabilitatii se
v B calculeaza mai intai raza de giratie a sectiunii:
. o = R 2 D (L) 88 (Y
Fig. 8.7. min 4 4 D 4 68 '
mm

si pe urma coeficientul de zveltete:

Ao _0.7-2000

=64,48.
i 21,71

Deoarece A; < A = 64,48 < Ao = 100, tensiunea critica se determina cu relatia lui Tetmajer-
Tasinski,

Gor = a —bh =460 —2,57-64,48 = 294,3 N/mm”.

Valoarea coeficientului de sigurantd in acest caz este ¢, = 1,6 + 0,0066-64,48 = 2,025, iar
tensiunea admisibild pentru ca flambajul sd nu se produca este:

_ o, 2943
T, 2,025

o =14533 N/mm>.

Tensiunea de compresiune la care bara este supusa are valoarea:

P 280-10°
oO=—=

A no68?|  (54Y
4 68

Deoarece 6 > 6,4, se adoptd D = 70 mm si d = 56 mm. Cu aceste valori, reludnd calculele, se
obtine: iy, = 22,41 mm A = 62,47; 6., = 299,45 N/mm?; ¢r=2,012; o,0= 148,81 N/mm?; c,=202
N/mm? > Cof Intrucat diferenta este relativ mare, se reface calculul, incercand o sectiune ceva mai
mare. Se alege D = 80 mm si d = 64 mm. Rezulta:

= 208,72 N/mm>.
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2 l .
imin:@ 1+ ﬁ = 25,61 mm; K:;:wzﬂ,m.
4 80 i 25,61

min

Deoarece A = 54,67 < L= 60, 6., = 6, = 310 N/mm?®. Coeficientul de sigurantd are valoarea
¢r=1,6+0,006654,67 = 1,96, si deci:

3
G, = & =1582 N/mm%* o= % =154,7 N/mm>.

1,96 n-80° || (64 ’
4 (80
Deoarece o = 154,7 N/mm® < Gu= 1582 N/mm?, dimensiunile adoptate D = 80 mm si d = 64

mm, sunt sigure in ceea ce priveste flambajul stalpului. Pentru aceste dimensiuni, solicitarea care
ar produce pierderea stabilitatii, deci sarcina critica, este:

2 2
P, =c, 4, =310- 251 (O - s
4 80

cr cr

P.8.2. Sa se dimensioneze tija bielei unui motor, sectiunea avand forma schematica din figura
8.8, cunoscand urmatoarele date: diametrul pistonului d = 120 mm; presiunea maxima
Pmax = 4,8 N/mmz;lungimea bielei / = 340 mm; materialul bielei este otel cu 5% Ni; coeficientul de
sigurantd ¢;= 5.

Se considera ca biela este articulata la capete in cele doud plane

xQOy i1 xOz si se face o predimensionare cu formula lui Euler: N 3t
P-c, I’ 103 2 -
e =—»=> L= (54’286Z 10 )(5)5(340 ) _151392-10° mm?,
nE n-2,1-10
2 2 :
p=Td, _T1207 g s542867.10°N, B A
4 4 z »
I;= 1= 340 mm. i
Conform cu figura 8.8, momentul de inertie minim este:
3 3 ‘
pim _ g = BOL T3 g Ty
g 12 12 )
Fig. 8.8.

Din egaliatea:

15,1392-10° = 4,75¢*
rezulta:

3
e 15,1392-10 ~7.51 mm
4,75

Se adopta ¢t = 8 mm i se calculeaza:
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I, =4,75-8" =19456 mm*; A=9=9-8> =576 mm’,

/ ; /
imin: 1"‘_’“: %:5,8111111‘1’ }b:—f:ﬂ:58’5
4 576 imin 5’81

Se constata ca A = 58,5 < A, = 86, corespunzitoare otelului cu 5% Ni (v. tab. 8.1), fapt pentru
care:

G, =a—bh=461-2,25-585=329,375 N/mm?;
Pentru ¢,= 5, tensiunea admisibila are valoarea:

6, 329375

G, =—= = 65,875 N/mm?;
i ¢, 5

care este mai mica decat tensiunea de compresiune din biela:

P 542876-10°

c=—="""— — =9425N/mm’,
A 576
fapt pentru care se majoreaza valoarea lui ¢ si se adopta # = 10 mm.
Rezulta:
Inin=4,75-10* mm*; A =900 mm?;

Imin = 1 47500 _ 7,265 mm; A= 340 46,8;
900 7,265

G, =461-2,25-46,8 = 355,7 N/mm’;

Gy = 3953 71 14 Nmn’s
54,2876-10°
oC=————

= 60,32 N/mm? < saf,
900

in concluzie ultima dimensiune adoptati este buna.

P.8.3. Sa se dimensioneze un stilp (¢ = 10 N/mm?% E = 0,1-10° N/mm?; ¢ =32)cu
sectiunea dreptunghiulard bx/ si de lungime / = 3,2 m. Stalpul este incastrat la ambele capete, la
partea superioara incastrarea fiind deplasabila pe o directie (fig. 8.9), si este solicitat de o forta
P =240 kN.

Legaturile stalpului in planul cu normala z (fig. 8.9, ) implicd o lungime de flambaj /. = 0,5/,
iar legaturile in planul cu normala y (fig. 8.9, b) implica o lungime de flambaj /. = I.

Deoarece, in cele doua planuri lungimile de flambaj sunt diferite i pentru cd valoarea
tensiunii admisibile la flambaj o, depinde de coeficientul de zveltete A, pentru o dimensionare
rationald a sectiunii stalpului este necesar ca A, = A,, adica:

Le L5

. . >
i,
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Sectiunea avand dimensiunile b si £ (fig. 8.9) rezulta:

A (NI / _ o 1
A 12 bh J12° 12 bh

Si deci

Daca h = 2b flambajul este la fel de periculos in cele doua planuri, si deoarece, valoarea

numericd a lui A nu este cunoscuta este necesara efectuarea unei predimensiondri, care se face cu
ajutorul formulei lui Euler:

240-10° -3,2-(0,5-3200)°
n*-01-10°

Jre =

min

=19,92055-10° mm*

Avand in vedere ca & = 2b, din egalitatea:

3
It = % =19,92055-10°

se obtine b = 104,5 mm.
Se adopta b = 105 mm si 2 =210 mm. Rezulta:

0 51\/_ 0,5-32004/12

A=A =4, =52,79
105 P s
<X =100 (v. tab.8.1). J
Se trage concluzia cd sectiunea este subdimensionata c [
fapt pentru care se adoptd b = 120 mm si 2 =240 mm. cll FC," =
Cu valorile ¢ = 28,7 N/mm* si b = 0,19 N/mm’, 5
indicate in tabelul 8.1 pentru lemn, se calculeaza: H
k
bd
x=0’5'3200"ﬁ:46,19; ~ :
120
G, =a—bk=287-0,19-46,19 =19,92 N/mm’; & ”£
o, _ 1992
Gy =—"= = 6,22 N/mm?;
o a2 ==
P 240-10° g ¢
— =" =833N/mm".
T4 120240 2 b)
Fig. 8.9.
Deoarece 6 = 8,33 N/mm® > Gy = 6,22 N/mm? se '9

mareste sectiunea b = 140 mm si 2 =280 mm si se reiau calculele. Rezulta:
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0,5-3200-412
140

o, =287-0,19-39,56 = 21,18 N/mm?;

A =39,56;

G, = 2LI8 _ 6 62 Nimm;
32
3
o= M =6,12 N/mm?< Gu= 6,62 N/mm?.
140-280

In concluzie stalpul trebuie si aiba dimensiunile sectiunii 140x280 mm.

P.8.4. Cadrul din figura 8.10, a actionat de forta P =480 kN dupa directia barei AC, are barele
DC si CB de rigiditate foarte mare, astfel incat se pot considera practic, indeformabile. Sa se
dimensioneze stilpul cu sectiunea casetatd avand forma si pozitia precizate in figura 8.10, a

A A

X X A
D :
> P L P
El=w El=x B . B D
C C ﬂl - l:“\" r C
) H T e |
I, ~ ll—d
E /I lnn ll
e ’ I \
Il / Ry Y
y ~ I '
~= Az <—Awm h <—$m
z z { S y
y -
z L ‘ 5 v
<—B # X
L)L
18¢
a) b) c)

Fig. 8.10.

cunoscand ca este confectionat din otel S235.

in cazul barelor care au legaturi diferite in planele xOy si xOz, axele y si z fiind axe principale
de inertie, dimensionarea corecta implica asigurarea la flambaj atat in planul xOy cat si in planul
x0Oz. Cum flambajul poartd numele normalei la planul in care se produce (in formula lui Euler
momentul de inertie al sectiunii este cel in raport cu axa dupd care este dirijjat momentul
incovoietor), flambajul in planul xOy este denumit flambaj dupa z, iar flambajul in planul xOz este
denumit flambaj dupa y.
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Deoarece sarcina critica minima Pc‘:‘i“ corespunde valorii A = max [A,; A.], dimensionarea
rationald a sectiunii necesita valori cat mai apropiate pentru coeficientii de zveltete (ideal ar fi ca
Ay, = A,, asa cum s-a intdmplat in cazul problemei P.8.3). Aceasta se poate realiza orientind
sectiunea, atunci cand este posibil, astfel incat, axa in raport cu care momentul de inertie este
maxim sa coincida cu axa normala la planul in care lungimea de flambaj este maxima.

In cazul nostru in planul xz, datorita rigidititii infinite a barei CB si reazemului simplu din B
lungimea de flambaj a stilpului este /y, = / = 3,5 m (fig. 8.10, b), iar in planul xy, datoritd
articulatiei din D si rigiditétii infinite a barei BC lungimea de flambaj in acest plan este /. = 0,5/ =
=1,75m (fig. 8.10, ¢).

Deoarece I, > I, conform celor precizate anterior, pentru o dimensionarea rationald trebuie ca
1, > I, conditie indeplinitd de stalpul AC prin pozitionarea sectiunii asa cum este prezentat in
figura 8.10, a.

Caracteristicile geometrice ale sectiunii sunt:

_a 80)°(91)  (161)*(71)

I, =1984,671%;
12 12
3 3
122(1&)(9;) _A60TD° _ 17,0
12 12

A=18t-9t—16t-7t = 50¢>

4
1984671 N LECLUME VS
501

Coeficientii de zveltete au valorile:

l, 3500 55555 A < ;1750 _ 4902

i, 63 t T 357t
Deoarece A = max[A,, A.] = A, = 555,55/t flambajul stalpului AC se produce dupd axa y (in
planul xz).
Se face o predimensionare cu formula lui Euler, considerdnd ca flambajul se produce in
domeniul elastic:

Pc, 1?2 103 . . 2
e =S e 480107 23 35007 _ 65550100
’ 2E 7 21-10

Din egalitatea / ;“m = [}*rezulta

6
. 6,525-10 ~7.57 mm.
1984,67

Se adopta ¢ = 8 mm si se calculeaza coeficientul de zveltete:

A, _lp 3500 044
i, 63-8
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Deoarece A, este mai mic decat Ao = 105, dar mai mare decat A, = 60 (valori corespunzitoare
otelului S235 indicate in tabelul 8.1) tensiunea criticd se calculeaza cu relatia (8.16), iar
coeficientul de flambaj cu (8.19):

G, =a—-bh=304-1]12-69,44 =226,23 N/mm?;
¢, =1,6+0,0066-69,44 = 2,06 .
Rezulta

G, 22623

cr

c., =

o =109,82 N/mm”.

¢ ,
Tensiunea de compresiune 1n stalp este:

3
6=£=M=150N/mm2>caf.
4 50-8

Se mareste grosimea peretilor sectiunii # = 9,2 mm si se face din nou verificarea.
Se calculeaza:

23300 _ 6639
63-9,2
5, =304-112-60,39 = 236,36 N/mm>;
¢, =1,6+0,0066-54,47 =1998 ;

23636

Gy =118,3 N/mm’;
71,998

480-10°
o=———
P 50-9,2
Deoarece ¢ < o, rezultd ca valoarea adoptatd pentru ¢ este
I corespunzatoare.

=113,4 N/mm’.

@ P.8.5. Un stalp de indltime / = 3,4 m se compune dintr-un
cilindru de otel / si un tub de fonta 2 asezati concentric (fig. 8.11).
Stiind ¢a d, = 100 mm, d, = 120 mm, D, = 150 mm, E, = 2,1-10°

d, N/mm?, E, = 1,2-10° N/mm?, ¢r= 5, sa se calculeze forta capabild

N @ a stalpului. Forta P actioneaza asupra celor doud elemente ale

stalpului printr-o placa orizontala foarte rigidd, iar stalpul se

d considera incastrat la capatul de jos.

Pentru cilindrul de otel caracteristicile geometrice ale

D, sectiunii sunt:

§ —raza de inertie

Fig. 8.11.
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— momentul de inertie principal axial al sectiunii cilindrului

a° . 4
=m0 9087.10° mm:
64 64
— aria sectiunii
d2 1 2
4 = ”Tl = 71007 265398 mm?.
Coeficientul de zveltete al cilindrului de otel este
[y 2-3400

A =L = =272> 2, =105;
i 25
din care cauza forta capabila a cilindrului de otel rezultd din formula lui Euler:
_mEJd,  n’-2]1-10°-4,9087-10°

R L - . = 44004 N.
c,l? 5-(2-3400)

Pentru tubul de fontd caracteristicile geometrice ale sectiunii sunt:
—raza de inertie a tubului de fonta

i, :%\/Df +d? :%\/1502 +1202 = 48,02 mm;

— momentul de inertie principal axial al sectiunii

4 4
D, d 150"
1, D[4 | 1507, (120 =14,6717-10° mm*;
64 D, 64 150

— aria sectiunii

3 2 2 2
A, =D [ 4o 1507 1—(@j = 6361,72 mm?’.
4 D, 4 150

Coeficientul de zveltete al tubului de fonta este

l .
Ay :ﬁ:w:beo =80;
i, 48,02

Deci, forta capabila a tubului de fonta este:

2 2 19.105. 106
poTEL 1210 14,67217 10° _gisen
2 5-(2-3400)
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Forta capabild a stalpului rezulta din relatia de calcul a sistemelor static nedeterminate la
solicitari axiale( v. P.3.10). Eforturile axiale din cilindru de otel si tubul de fonta, datorate fortei P
sunt:

P P
N=——-—©(  Ny=— .
1 1+EZA2 i 1+7E‘A1
E 4 E, A4,

Din conditiile N; = P1 si N, = P, rezultd doua valori P’si P”,;

E, 4 107 -
pr=pf 1+ B2 | ago0q 14 L210 SGIOLT2]_ gy,
E 4 2,1-10° - 7853,98

5
P =p|1+ 54| 75153 1+w =237536 N.
E,A, 1,2-10° -6361,72

Rezulta cd forta capabila a stalpului este P,,, = min[ P, P”] = 64371 N
Probleme suplimentare

P.8.6. Sa se calculeze coeficientul de siguranta la flambaj pentru un stalp de otel de sectiune
inelard D = 120 mm si d = 100 mm, incastrat la un capat si articulat la celalalt, avand lungimea
/=2,2 m. Stalpul este comprimat de forta P = 94 kN. Se da A, = 105.

P.8.7. Un stalp metalic de lungime / =3 m (fig.8.12) este incastrat in A si rezemat in B numai
dupa directia y. Sa se dimensioneze stalpul din S235, pentru P = 460 kN.

A,

P
= 7 i,

T P

| . 5

i - o 020

| i .

| y
Ve A, «© %) S |
/ ] M W ‘
A

Fig. 8.12. Fig. 8.13.
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P.8.9. O bara cilindrica cu diametrul d = 100 mm si lungime / = 6 m este fixata rigid, In plan
vertical, intre doi pereti la temperatura #; = 20°C. Sa se calculeze temperatura limitd pana la care se
poate incdlzi uniform bara, fard ca aceasta sa flambeze. Se da coeficientul de dilatatie termica
a=12,510" grad'1 si modulul de elasticitate £ =2,1-10° N/mm?.

P.8.10. Sa se dimensioneze un stilp de lemn de lungime / = 3,2 m i sectiune patratd bxb
solicitat la compresiune de o fortd P = 120 kN. Stalpul este incastrat la un capat si simplu rezemat
la celalalt.

P.8.11. Cadrul din figura 8.13 are bara AC alcatuita din doua profile U20 si bara BC de
rigiditate infinita. Stiind cd nodul C nu se poate deplasa 1n directia normalei la planul cadrului (axa
z) sd se determine forta criticd de flambaj (bara AC este confectionata din otel S360).
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9. CALCULUL PLACILOR SUBTIRI DE REVOLUTIE
IN TEORIA DE MEMBRANA

Placile subtiri de revolutie sunt placi la care suprafata mediana se obtine prin
rotirea unei curbe plane in jurul unei axe cuprinsd in planul ei. Curba plana se
numeste curba meridiana, planul ei plan meridian, iar axa in jurul careia se
roteste, axa de revolutie. Fiecare punct P al meridianului descrie un cerc de raza r,
cu centrul pe axa de revolutie, denumit cerc paralel (fig. 9.1, a).

Meridian

a) b) <)

Fig. 9.1.

Raza de curbura r; a meridianului reprezinta distanta de la punctul P la centrul de
curburd O; al acestuia, situat pe normala la planul tangent in punctul P la
suprafata mediand (fig. 9.1, b). Intersectia suprafetei mediane cu un plan
perpendicular pe planul meridian, care contine normala in punctul P la planul
tangent la suprafata mediand, reprezintd a doua curba principald in punctul P al
suprafetei mediane (fig. 9.1, a). Raza de curburd a acestei curbe este notata cu r;
si reprezintd distanta de la punctul P la centrul de curburd O, situat pe axa de
simetrie (revolutie).
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Intre raza de curbura 7 si raza cercului paralel » exista relatia (fig. 9.1, b):

=t 9.1)
CoOSx

Normalele la planele tangente in fiecare punct P al suprafetei mediane
intersecteazd placa in punctele 4 si B, dispuse simetric fatd de punctul P.
Lungimea segmentului 4B reprezinta grosimea ¢ a placii in punctul P (fig. 9.1, ¢).
Placa este de grosime constanta dacd valoarea lui ¢ este aceeasi in toate punctele
suprafetei mediane. Placa se considera subtire atunci cand raportul #/r, poate fi
neglijat fata de unitate.

Modul cel mai simplu de tratare a acestor vase este de a considera ca peretele
vasului se comportd ca o membrand si In consecintd el este solicitat numai la
eforturi in planul tangent la suprafata mediand. Aceasta ipotezd corespunde
studiului vaselor in teoria de membrana sau teoria fara momente. Conditia ca un
vas de rotatie cu pereti subtiri sa poata fi calculat in teoria de membrana este ca
presiunea din interiorul lui, intr-un plan normal pe axa de simetrie, sd fie
constanta. O astfel de solicitare este data de forte de presiune, pe care le exercitd
un fluid greu sau un material fard coeziune, aflat in interiorul vasului sau pe
exteriorul unui vas de revolutie cu axa verticald sau un gaz sub presiune aflat in
interiorul unui vas de revolutie Inchis.

Teoria de membrand admite distributia uniformd a tensiunilor pe grosimea
pliacii. In consecinti, este suficient si se determine starea de tensiuni din jurul
punctului P de pe suprafata mediana.

9.1. EFORTURI SECTIONALE $I TENSIUNI

Cu ajutorul a doud meridiane si a doud cercuri paralele se izoleaza un element
de invelis dsi, ds, (fig. 9.2, a). Arcul meridian ds; are raza de curbura r, iar arcul
paralel ds, are raza de curburd r, (fig. 9.2, b). Intre lungimile elementare ale
arcelor si razele de curbura exista relatiile:

ds, =rde; ds, =r,do. 9.2)

Deoarece in teoria de membrana distributia tensiunilor pe grosimea ¢ a placii
se considera uniformd, eforturile din planele principale (fig. 9.2, b), denumite
eforturi sectionale se reduc la componentele:

N,=0,1; Nygy=04,4t; Ny=04-t; N,

Gy, -1 (9.3)

o T 0p

care se dezvolta in planul tangent al suprafetei mediane si se exprima in N/m.
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Deoarece, in baza dualitatii tensiunilor tangentiale Tq0 = Toq, rezultd cad Nyp = Nog.

Axa de simetrie

Elementul de
invelis

Fig. 9.2.

Pe de alta parte, datorita incdrcarii simetrice fata de axul de revolutie,
eforturile sectionale Nyo = 0, momentul lor in raport cu axa de revolutie este nul
deoarece fortele exterioare, simetrice fatd de axul de revolutie, dau moment nul 1n
raport cu acesta. In consecintd, la invelisurile de rotatie incarcate simetric apar
numai doud necunoscute N, si N.

Pentru determinarea lor se izoleaza elementul infinitezimal ds;ds; (fig. 9.3, a).
In centrul acestui element s-a reprezentat rezultanta incarcarii exterioare de pe
elementul respectiv — pds;ds,, iar pe grosimea peretelui, fortele corespunzatoare
eforturile sectionale. Datoritd simetriei, Ng este constant, in schimb N, creste
odata cu cresterea unghiului ¢. Din ecuatia de proiectie pe directia rezultantei
fortelor exterioare pdsds, se obtine (fig. 9.3, b si ¢):

ON . d . de
(N(P +N, +—"’st2 s1n7q)+ 2N,ds, sin == — pds,ds, =0. (9.4)

S

d_(pgd_(p sin@;de

Daca se fac aproximatiile sin , 7, se Tmparte cu ds;ds, si

se trece la limitd dp — 0, ecuatia (9.4) devine:
No Ny _

n r

p. (9.5)

Ecuatia (9.5) este cunoscutd sub numele de ecuatia lui Laplace. In aceasta
ecuatie p este pozitiv cand actioneaza in sens opus fatd de centrul de curbura.
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Pentru rezolvarea completa a problemei mai este necesara o ecuatie de
echilibru. Aceastd ecuatie se poate obtine dacad se foloseste ecuatia de echilibru
general pentru acea parte din invelis care nu are legaturi cu terenul.

N,
N, +22 2 ds aQ,
A" 6?.5'1 1 1

a)
N, dsy
f’ 9 Axa de simetrie
) pdspds,  d9/2
I\.Ed.s']
C)
b)
Fig. 9.3.

In acest scop se sectioneaza placa printr-un con cu varful in O, iar, materialul
din interiorul vasului, cu un plan care contine cercul paralel pe care se afld punctul
in care se cautd valoarea lui N, de exemplu sectiunea / —/ in figura 9.4, a. Din cele
doua parti in care vasul a fost impartit, se retine partea de jos, adicd acea parte care
nu are legaturi cu terenul. Fortele de legatura care trebuie introduse sunt cele
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corespunzdtoare efortului sectional N, si presiunii p in planul de sectionare (fig. 9.4,
b). Deoarece grosimea peretelui vasului este mica in raport cu razele invelisului,
raza principald r, si raza cercului paralel » se considera pentru suprafata mediana.

pva Y

Fig. 9.4.

Din ecuatia de proiectie pe axul de revolutie a tuturor fortelor ce actioneaza pe
portiunea de invelis retinut (fig. 9.4, b):

(N, -2nr)-sino—p-mr’ —yV; =0 (9.6)

in care yV; reprezintd greutatea lichidului sau gazului din interiorul partii izolate,
se obtine:

N :p-Tcr2+q(V1

9.7
* 2mrsing ©-7)

Se poate retine si portiunea din vas care prezintd legaturile cu terenul dar, in
acest caz, trebuie determinate mai Intdi fortele de legaturd exterioare si apoi
efortul sectional N,,.

9.2. DIMENSIONAREA iNVELISULUI

In fiecare punct din peretele vasului se dezvoltd o stare plana de tensiuni ale
caror valori se deduc din relatiile (9.3):

G,=—; GCg=—". (9.8)
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Pentru dimensionare se aplica una din teoriile de rezistenta recomandate. De
exemplu in cazul teoriei 7+, conditia de rezistenta este

J<B-o,. 9.9)
in care B3 este un coeficient care tine seama de capacitatea mai mica de rezistentd a
placii in sectiunile de Tmbinare dintre tablele din care este confectionat vasul.
Daca placa se realizeaza din table sudate cap la cap, B € (0,8+0,85).

Folosind relatiile (9.8) grosimea necesara a peretelui vasului se determina
astfel:

—daca N, N, <0,

G,b |0, —Oy

? ¢

e b

Cop = maxﬂcw

N |+|N
rzw; (9.10)
po,
—daca N, Ny>0,,
t> maXUN“” Ne”. 9.11)
po,

La grosimea ¢ a peretelui, rezultatd din calculul de rezistenta, trebuie sa se tina
seama de adaosul tehnologic # si adaosul de coroziune ¢, care depinde de
agresivitatea fluidului continut in vas.

9.3. CALCULUL INELELOR DE RIGIDIZARE

Pentru ca sa fie posibila starea de echilibru de membrana este necesar ca
legaturile sa fie dupd directia tangentei la meridian pe inelul de sprijin adica
suprafata de sprijin sd fie normala pe suprafata mediand a placii (fig. 9.5, a).
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N,cosf

-, i

a) b)
Fig. 9.6.

De obicei suprafata de sprijin este orizontald (fig. 9.5, b), fapt pentru care
efortul sectional se descompune si apare o solicitare suplimentarda datorita
componentei Ny-cos¢. Aceasta solicitare apare si in cazul zonelor de racordare a
invelisurilor (de exemplu racordarea unei parti cilindrice cu o calota sferica
prezentata in figura 9.5, ¢). Componenta orizontald Ny-cosf trebuie preluatd de un
inel numit inel de rigidizare. Neglijand deformatiile inelului si ale invelisului se

poate calcula efortul axial / din inel, considerand echilibrul unei jumatati de inel
(fig. 9.6, b):

2H=J.N(pcosB~rdocsin0L=2N(prcosB (9.12)
0

de unde
H=Ngyr-cosp . (9.13)
In cazul vaselor de revolutie, in zonele de racordare ale invelisurilor (fig. 9.6, a)

inelele de rigidizare sunt comprimate, verificarea lor facindu-se la flambaj cu
relatia:

Fig. 9.5.
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N._ 3EI
N, :|Hr|£qu = c” =
f f

(9.14)

in care N; este efortul axial din inel, ¢, — coeficientul de sigurantd la flambaj,
I — momentul de inertie al sectiunii inelului fatd de axa centrala proprie normala
pe planul inelului, £ — modulul de elasticitate longitudinal al materialului din care
este confectionat inelul.

Calculul exact al tensiunilor ce se dezvoltd in zonele de racordare si de
rezemare ale vaselor subtiri necesitd luarea in considerare a momentelor
incovoietoare, calculul prezentat mai sus reprezintd un calcul simplificat pentru
inelele de rigidizare, el constituind o solutie satisfacdtoare pentru unele cazuri
practice.

Probleme rezolvate

P.9.1. Sa se determine eforturile sectionale in peretii unui vas conic rezemat la partea
superioara, de inaltime H si raza R, plin cu un lichid de greutatea specifica y (fig. 9.8, a).

H
PR N
N, il cil
; [ ~:
H 7
N qc)an N (;on
a) b)

Fig. 9.7.
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Deoarece in cazul rezervorului conic meridianul este o linie dreapta r; = o si formula lui
Laplace (9.5) ia forma:

in care p = yy este presiunea la cota y a vasului, iar

2
p=—r :r\/1+tan20(:£(H—y) 1+ R .
coso H H

Rezulta:

Ny = Y%y(H—y),/H(S)

Se constatd ca efortul sectional Ny are o variatie parabolicd reprezentata in figura 9.8, c.
Pentru determinarea punctului in care efortul sectional are valoare maxima se deriveaza expresia
lui Ny si se egaleaza cu zero:

H/2

max
N, 0

R
O
~
O

~

dN, R RY
=y (H-2y)|1+| =] =0=y=
dy Vg2 (HJ 7

Valoarea maxima este:

2
1 R
N™ =—yRH |[1+| —| .
0 4Y [Hj
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Pentru determinarea lui N, la cota y a vasului se face o sectiune / — / si se izoleaza partea
inferioara (cea care nu prezinta legaturi cu terenul) (fig. 9.8, ). Din ecuatia de proiectie pe axa de
revolutie:

No-2mr-cosa—p-mr’ —yV, =0,

rezulta: 7 B C /N"’
. pome by (N ) &
Py P 3 [ B+,
N, = = =7 p
27 COS oL 27 cos o 0;6/\,,16: ry =R
[ N= < = >\N l
B C [0) ¢
TR iy s i+ B
TRk L b7 b)
C e A N, ]XIPA R P
Variatia lui N, egfe redata wﬂguraﬁ) 8, c. *Pentru y =0 se obtine = ERH 1+ y7a , lar
N s/er
B <—P0 AX\
pentruy=H, N, = ; 777777777777777 i
d _O i ! H 1 N, ima si
o , se (83;1ne cota y = 2 a care N, are vasoarea maxima si anume:
3 RY i
N = 2 RH (14 Fig. 9.9.
K 16 H

Se constatd cd Ny > N ™.

in inelul de rezemare apare efortul:
. 1
N, =—HR = (N -sina)R = TR,

P.9.2. Un recipient pentru depozitarea gazelor lichefiate are raza R = 1 m si fundurile sub
forma de calote sferice de naltime 2 = 0,42 m (fig. 9.9, a). Presiunea interioard la care sunt
depozitate gazele este p, = 8 bar. Mantaua rezervorului este confectionatd din virole cilindrice in
constructie sudatd, cu imbinare cap la cap, iar asamblarea fundurilor la manta se face tot prin
sudura. Stiind ca rezistenta admisibild a materialului este 6, = 120 N/mm?, iar B =0,8, sd se
dimensioneze peretii rezervorului.
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in cazul unui invelis sferic cele doud raze de curbura sunt egale cu raza sferei r; = r, = R;,
fapt pentru care formula (9.5) devine:

N(p + NO = pRs,
in care p = po = 8 bar = 0,8 N/mm?, iar, din considerente geometrice, (fig. 9.9, a)

2 2 2
RY:R +h :1+0,42 —14m
‘ 2h 2-0,42

Pentru determinarea eforturilor sectionale mai este necesara o ecuatie. Pentru aceasta se
efectueaza sectiunea / — / prin fundul sferic (fig. 9.9, @) si se proiecteaza pe axa de simetrie fortele
corespunzatoare efortului sectional N,, si presiuni p, (fig. 9.9, b):

(N, sing)-2nr — porr’ =0.
Rezulta

N =P " :ﬂRX:%-l,4-103:560N/mm

¢ 2 sing 2

inlocuind in relatia lui Laplace rezulta:
N. = _Po _
0o =PoR, —N, = TRS =560 N/mm.

Deoarece pentru fundurile sferice al rezervorului N, = Ny = 560 N/mm?, din conditia de
rezistentd (9.11) rezulta

560
0,8-120

=5,83mm.

Grosimea efectiva a peretelui fundurilor rezervorului, tindnd seama de adaosul tehnologic (z,)
si de coroziune (¢.) este s = 8 mm.

Pentru mantaua cilindrica raza de curbura a meridianului este 7| = oo, iar cea a paralelului este
r, = R. Formula lui Laplace devine:

No =poR =0,8-10° = 800 N/mm.
Efectuand o sectiune in zona cilindrica a rezervorului (fig. 9.9, ¢) si proiectand toate fortele pe
axa de simetrie se obtine:

N, 21 - pynR® =0 = N, =20 R = 281000 = 400 N/mm,
272

Din conditia de rezistentd (9.11) se determind grosimea de calcul a peretelui mantalei:

800

=—=8,33mm,
0,8-120

care majoratd cu adaosul tehnologic (¢,) si cel de coroziune (¢.), conduce la s = 12 mm.
Izoland zona de racordare (fig. 9.9, d) se determina efortul in inelul de rigidizare:
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o By —h -
$f6rS_R:_560.w
R

5 B

N, =-HR =~(NJ cos¢,)R =-N -1-10° =392 kN.

P.9.3. Rezervorul din figura 9.10, este format dintr-o parte cilindrica, o parte conicd §i un
capac sferic. Rezervorul este plin pand la nivelul inelului de rigidizare 4 — 4 cu un lichid de
greutate specifici y = 12 kN/m’, iar in calota sferica se afld un gaz la presiunea p, = 4 bar. Si se
dimensioneze peretii din tole de otel sudate (5, = 100 N/mm’, B = 0,8) dupa teoria a Ill-a de
rezistenta (T;) si sa se calculeze eforturile in inelele de rigidizare 4 — 4 §i B — B.

Dimensionarea peretilor implicd mai Intdi determinarea eforturilor sectionale N, si Ny pentru
cele trei zone: sferica, cilindrica, respectiv conica.

Zona sferica
Deoarece pentru un invelis sferic 7, = r, = R formula lui Laplace capata forma:
NI + N = pyR,
in care
I R*+h _14%+1
* 2h, 2-1

=148 m.

Pentru determinarea lui N, se face sectiunea / — / reprezentatd in figura 9.10, c. Neglijand
greutatea gazului, din ecuatie de proiectie pe axa de simetrie:

(Ng/’ -sin @) - 2 — p,r’ =0

254



PLACI SUBTIRI DE REVOLUTIE

g R=14m
T N 296 296
- p
< 0 \\
AI I S IA -
=~ g
= — |
D e g
< ——— =
;:;:7 280 ; x N/mm
Bj — —— —|B i
S —— 487
- I \C o/ S/ 945,95
I
< 1 C
a) b)
0,
r A bo \ A ‘ "3 ,
/_ ——— | ou O p /N o
VA LI REREY AN - |- byii b
NY Po ¢ of — 3 N OTF
¢ Ry N, S R —
Ol: 02 N(:i/ Pffpf?1 ????1J Nc[l 'YVz r
¢ R ®
c) d) e)
Ny Izvg;
BN ~Hp
(X,A con CON/
N@B NLP‘B
f) 9)
Fig. 9.10.

rezulta:
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Po T _ PR

NY =
® 2 sing 2

Inlocuind in formula lui Laplace se obtine

N = N = PoR, _04-148-10°

> =296 N/mm.
2 2

Reprezentarea celor doud eforturi sectionale — constante — este prezentata in figura 9.10, b.
Deoarece N = N, ;f =296 N/mm

de unde rezulta grosimea de calcul a peretelui zonei sferice,

o NY 296

" Bo, 08-100

o/ .

Tinand seama de adaosul pentru coroziune ¢, = 1,3 mm rezultd s = 5 mm.

Zona cilindrica
Pentru mantaua cilindrica r| = o; r, = R. Din formula (9.5) rezulta;

Ng" = pR=(p, + )R

deoarece presiunea la cota este = po Tyy. Se constata ca Ndl are o variatie liniard intre
0 5
valorile:

cil
NQ,A

L= PoR=04-14-10° = 560 N/mm,

y=

o L, =y +7hy)R = (0,4+12-10°-4-10°)-1,4-10° = 672,2 N/mm.
y

0.8 _

Pentru determinarea lui N ;” se face sectiunea I/ — II si se izoleaza partea superioara pentru

ca nu are legaturi cu terenul si deci, nu apar necunoscute suplimentare (fig. 9.10, d).
Din ecuatia de proiectie pe axul de revolutie

N -27R* +yV, - prR* =0
rezultd
_ pnR’ —ynR’y  p, W PR 0,4-1,4-10°
2nR 2 2 2

N = 280 N/mm.

Variatia celor doua eforturi sectionale este redati in figura 9.10, 5. Deoarece N’ > N&!

0,max ®,max

din conditia de rezistenta (9.11) rezulta
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i Now _ 6722 _ o)
Bs, 08-100

cil _

Tinand sema de adaosul de coroziune 7. = 1,6 mm rezultd s = 9 mm.

Zona conica
Se face sectiunea /// — III la cota z de punctul C (fig. 9.10, ). Din ecuatia de proiectie pe axa
de simetrie

N cosa)-2mr — prr® —yV, =0
® p V2

rezulta
N;on — pnrz _YVZ .
2mr cos o
Deoarece
R 1 1
r=—z; COSO=————; V,=—w’z; p=ylp,+h,+h,-2)];
h, 2 3
R
1+ —
[hJ
se obtine
2 rRY
(gon ———32|:p0 +'Y(h2 +h3 —EZJ:| 1+[ZJ
Pentru

2=0= N =0;

2
vl ST
3
1,4

2
-1,4-10{0,4+12~106(4+%}-103} 1+[Bj =487 N/mm.

>

1
2

Variatia efortului sectional N ™" este redata in figura 9.10, b.

Se constata cd pentru zona conicd 7| = oo, iar

r R RY
r, = =—2z |1+ —] ,
cosa A, h,

caz in care din formula lui Laplace (9.5) rezulta
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2
con It 13
NG =p-r :[p0+y(h2+h3—z)]h—z 1+(h—]

3 3

Pentru — — —— -

z=0= Ng¢ =0; = =

2
z=hy = N = R[p, +1h, 1+[h£J = -

2
=1,4-10°[0.4+12:10° -4-10° 1+[%] = 945,95 N/mm.

>

Variatia efortului sectional Ng™ este redata in figura 9.10, b.

Deoarece Ny = N:  din conditia de rezistentd (9.11) se

0,max ¢, max >

determina grosimea de calcul a peretelui zonei conice:

jon _ Vi _ 945,95

= =11,8 mm.
Bs,  0.8-100

Tinand seama de adaosul de coroziune ¢, = 1,2 mm se obtine s = 13 mm.
Pentru calculul eforturilor in inelele de rigidizare se izoleazd acestea si se introduc eforturile

sectionale. In conformitate cu figura 9.10, frezulta:

R — —
N*=-HR=~(NY cos¢,)R=—-N7 Rl g 5962481 1400 ~134,4 kN.
: ? ° R, 1,48

Pentru inelul B- B (fig. 9.10, g)
L4

N/ =—HR =—~(NJ; sina)R = 487——L2 1400 = —527,4kN.

2
14+ L4
1,2

Probleme suplimentare

P.9.5. Sa se determine eforturile sectionale N, si Ny in peretii rezervorului cilindric cu fund
sferic din figura 9.11. Diametrul vasului este D = 2R = 3,6 m, indltimea H = 6 m, iar lichidul are

greutatea specificd y = 15 kN/m”.
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H
HM‘

Fig. 9.12. Fig. 9.13.

P.9.4. Un vas conic de razd R =1,8 m si Indltime 2H = 5 m este plin pe jumatate cu un lichid
de greutate specifica y = 16 kN/m’ (fig. 9.12). Si se dimensioneze peretele vasului cunoscand ci
este confectionat din virole sudate cap la cap (5, = 120 N/mm?, p = 0,8).

P.9.5. Un rezervor semisferic de razi R = 1m si este plin cu apd (y = 10 kN/m’) . Vasul este
suspendat la partea superioard asa cum se poate vedea in figura 9.13. Sa se determine eforturile
sectionale N, si N si sd se dimensioneze peretele vasului daca o, = 100 N/mm?, iar B = 0,8.

P.9.7. Sa se verifice tensiunile din peretii unui vas cilindric cu diametrul D = 2,8 m, stiind ca
grosimea tablei este s = 10 mm, presiunea interioard p = 1,2 MPa, iar tensiunea admisibila
6, = 180 N/mm®. Vasul are la capete doud capace plate.
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10. SOLCITARI VARIABILE

In capitolul 1, in cadrul clasificarii incarcarilor, s-a precizat ci, in functie de
efectele interne pe care le induc, Incarcdrile se Tmpart in doua categorii: Incarcari
constante — la care efectele interne sunt aceleasi pe toatd durata solicitarii — si
incdrcari variabile — la care efectele interne, produse de acestea, variaza in timp.

Solicitarile care induc tensiuni (o, T) variabile in timp, periodic, intre o limita
inferioara si alta superioara, sunt denumite solicitari variabile.

Solicitarile variabile intalnite in exploatarea unor piese sau structuri pot fi:

— solicitdri rezultate din aplicarea sistemelor de forte, care apar de exemplu in
cazul podurilor, macaralelor, al pieselor in miscare din cadrul masinilor,
locomotivelor, sau din aplicarea unor presiuni variabile, intilnite la recipiente,
conducte, containere etc.;

— solicitari produse de variatiile de temperaturd, care apar de exemplu la
echipamentele care lucreaza cu materiale sau fluide calde;

— vibratii ale sistemelor de transmisii mecanice sau datorate unor forte
aerodinamice sau hidrodinamice;

— solicitdri rezultate din conditii de mediu, cum sunt cele generate de forta
vantului sau a valurilor in cazul navelor, platformelor de foraj, pilonilor de
sustinere ai podurilor, recipientelor de tip coloana etc.

Ruperea pieselor supuse solicitarilor variabile se produce la tensiuni mult mai
mici decat in cazul solicitarilor statice. Acestui fenomen i s-a dat numele de
oboseala materialului. Atunci cand o piesa dintr-un material ductil este solicitata
static, ruperea finala este precedati de deformatii plastice mari. In cazul in care
piesa respectiva este supusa unor solicitari variabile ruperea se produce la tensiuni
mai mici decat limita de curgere si aparent fard deformatii plastice. La Tnceput
apar una sau mai multe fisuri de dimensiuni mici, care, sub actiunea solicitarilor
variabile, se dezvolta pana cand, la un moment dat, se produce ruperea finala. Din
aceastd cauzd oboseala materialului poate fi definitd ca un proces de initiere §i
propagare stabila a uneia sau mai multor fisuri ca rezultat al aplicarii repetate a
solicitarii, fiecare aplicare fiind, prin ea insasi, insuficienta pentru a produce
ruperea.
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Solicitirile variabile pot avea un caracter determinist sau aleator. In cazul
solicitarilor deterministe se pot stabili anumite relatii care pot caracteriza evolutia
lor la un moment dat. Solicitarilor aleatoare nu se pot exprima prin relatii analitice
din care cauzd, evolutia lor in timp se studiazd prin inregistrari; prin calculul
probabilitatilor se pot face apoi estimari privind comportarea in viitor a pieselor
supuse la astfel de solicitari.

10.1. CICLURI DE SOLICITARI VARIABILE

Dintre solicitdrile deterministe, cele mai frecvente sunt solicitarile periodice
cu variatie continud. Aceste solicitdri variabile pot fi exprimate prin intermediul
unor functii cu variatie ciclica in timp, definite prin marimile caracteristice unui
ciclu de referinta si prin numarul de repetari al acestuia (fig.10.1).

GA <L>

©

Gmax

Om

G min />

Fig. 10.1.

Ciclul de solicitare reprezinta totalitatea valorilor pe care le ia tensiunea, intr-
un punct al piesei, in intervalul de timp de referintd. Timpul de referintd 7, dintre
doua valori consecutive, de acelasi semn ale tensiunii, poarta numele de perioada.
In decursul unui ciclu, tensiunea trece o singurd dati printr-o valoare maxima,
numita tensiune maxima Gy, $i 0 valoare minima G ,,;,, numita tensiune minima.

in functie de G gy $1 Gmin s€ definesc:

— tensiunea medie:

G, = Somar ¥ Omin. : (10.1)
2
— amplitudinea tensiunii, reprezentand componenta alternanta:

(&) -0, .
o =M min : 10.2
ETESTT (10.2)
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Tabelul 10.1.
Nr. .
ort Ciclul G max + O min G, O, R
Cicluri ondulante (6., $i G, au acelasi semn)
oo
8]
Gm = Gmax =
1 G max = O min > 0 O min R = +1
f o
Ciclul static pozitiv

2 Omar > 0 Om >0 0<R<+l

Cin >0 o,#0
c,=0

3 Cmas> 0 i R=0

O in = 0 — Omax
Ciclul pulsator pozitiv
Cicluri alternante (6,4, $1 G, au sSemne contrarii)
Gmax >0
>
4 O min <0 gmig _1 <R <0
O pax 2|OMin| Y
Ciclul alternant
v
W
5 | HET\'. l G max = — G min >0 Om= R=_1
1 | l t < 0 =
s\ O 1min Gy O max
B
(o)
Ciclul alternant simetric
— coeficientul de asimetrie al ciclului:
o .
R=—""; (10.3)
Gmax
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— caracteristica ciclului:

(o) (&) —O

v max min

_1-R

- . 10.4
1+ R ( )

(o) o +O

m max min

Intrucat, intre marimile definite anterior exista diferite relatii, in parte
precizate, se constatd cd un ciclu este complet caracterizat prin doud astfel de
marimi: (Gax; Omin)

Dupa marimile si semnele pe care le au G, $1 Guin, s¢ disting diferite tipuri
de cicluri de solicitari variabile care sunt redate in tabelul 10.1.

10.2. REZISTENTA LA OBOSEALA

Caracteristica mecanicd a unui material din care este confectionatd o piesa
supusa la solicitari variabile, este rezistenta la oboseala.

Rezistenta la oboseald se determina experimental si depinde de coeficientul de
asimetrie al ciclului R.

ol
Ryl < P
Mo
GOR3
ORr o=
o) -
N, N, N; N, N, cicluri

Fig. 10.2.

In acest scop, conform STAS 5878-69, se incearci minim opt epruvete
identice, la o solicitare variabild cu acelasi coeficient de asimetrie R si se inscriu
pe diagrama diferitele seturi de valori (og;, Vi); Gr este intensitatea maxima — in
valoarea absolutd — a tensiunii la care se rupe epruveta dupa N cicluri, cu
coeficientul de asimetrie R. In felul acesta se traseaza punctele P; (i = 1,2, ..., 8),
prin unirea cdrora se obtine curba de durabilitate, curba care este cunoscutd sub
numele de curba lui Wohler (fig. 10.2). Valoarea catre care tinde asimptotic
aceastd curbd este rezistenta la oboseald o, pentru solicitarea variabild cu
coeficientul de asimetrie R. Rezistenta la oboseald pentru cilul alternat simetric se
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va nota c_;, pentru ciclul pulsator, cu oy, iar pentru ciclul static o1 (G4
corespunde rezistentei la rupere la solicitarea staticd).

In mod practic, oy reprezinti valoare maximi a tensiunii de solicitare a epruvetei
la care aceasta nu se rupe dupd un numar conventional de cicluri Ny. Pentru oteluri se
1aNg= 10% ... 10’ cicluri, iar pentru aliaje usoare se 1a Ny = 5107 ... 10® cicluri.

In cele mai multe cazuri punctele P; obtinute experimental prezinti o dispersie
destul de mare astfel incat curba de durabilitate nu este usor de definit. Din
aceastd cauza pentru determindri precise este necesar sd se incerce un numar
relativ mare de epruvete — cateva zeci . Rezultatele experimentale se prelucreaza
statistic si se traseaza curbe care indica probabilitatea de rupere.

Dificultati la determinarea rezistentei la oboseala se intdmpina si in ceea ce
priveste metodologia experimentald atunci cand se studiazd si altfel de cicluri
decét cel alternant simetric.

10.3. RUPEREA PRIN OBOSEALA

De mai mult de un secol, de cand s-a constat fenomenul de oboseala, s-a
cautat sa se explice modul de producere a ruperii prin oboseald si cum aceasta
diferd de ruperea la solicitari statice.

Din analiza comparativd dintre sectiunea unei bare rupta la oboseald si una
apartinand unei bare solicitati static rezulti deosebiri semnificative. In cazul barei
rupte prin oboseald se disting doud zone: una lucioasa, cauzatd de frecarea
materialului in timpul propagarii fisurii $i una grauntoasa, in zona in care are loc,
brusc, ruperea finala. Procesul de rupere prin oboseala este initiat prin aparitia
unei microfisuri, care prin extindere formeaza o fisurd, a carei pozitie poate fi usor
identificatd 1n sectiunea piesei rupte. Cand viteza de propagare a fisurii nu este
constanta, pe suprafata lucioasa se observa anumite linii de repaus care marcheaza
intreruperile de propagare a fisurii.

Aspectul ruperii la oboseald depinde si de natura ciclului de solicitare. in
tabelul 10.2 sunt redate diferite sectiuni de rupere pentru diferite solicitari si
diferite tipuri de peruvete. Sagetile indica directiile de propagare a fisurilor, iar
zonele hasurate reprezintd zonele mate (cu asperititi) corespunzatoare zonelor
active din momentul ruperii.

Pentru solicitarile de incovoiere rotativa sau intindere-compresiune, de obicei
existd o singurd fisurd initiala. In cazul incovoierii plane apar dous fisuri dispuse fata
in fatd. Atunci cand valoarea maxima a tensiunii este mica (solicitare mica) fisura se
propaga aproape in toatd sectiunea, zona ruperii bruste (cea hasurata) fiind mica.
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Tabelul 10.2.
Epruveta cu
concentrator inelar

. Epruveta neteda
Felul solicitarii

Solicitare mica Solicitare mare Solicitare mica

Incovoiere
rotativa

Incovoiere plana

Intindere-
compresiune

Trebuie remarcat faptul cd in cazul ruperii prin oboseald nu apare acea gatuire
specifica ruperii statice a materialelor tenace, ceea ce conduce la concluzia ca
ruperea prin oboseala are carater fragil.

10.4. FACTORI CARE INFLUENTEAZA REZISTENTA
LA OBOSEALA

Rezistenta la oboseald este o marime complexa care depinde de o serie
intreagd de factori. Unii dintre acestia pot fi luati in considerare in calculele de
rezistentd prin intermediul unor coeficienti; de altii se poate tine seama la alegerea
materialului, a formei piesei si a tehnologiei de fabricatie.

Se poate face o sistematizare a acestor factorii astfel:

— factori constructivi;

— factori tehnologici;

— factori de exploatare.
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10.4.1. FACTORI CONSTRUCTIVI

In piesele de tip bara, distributia tensiunilor data de rezistenta materialelor este
stabilitd in ipoteza ca sectiunea este constantd, iar abaterile de la aceasta
distributie sunt nesemnificative 1n cazul in care sectiunea barei are o variatie lenta.
In practica sunt putine cazurile in care piesele au sectiuni constante. Schimbirile
bruste ale sectiunii transversale, cum sunt cele determinate de trecerea de la o
sectiune la alta, de gduri sau crestaturi, produc in zona lor o modificare
semnificativa a legii de distributie a tensiunilor si deformatiilor specifice. La
materiale ductile, in astfel de zone in care se produc concentrari de tensiuni, de
reguld la suprafata piesei, valoarea acestora poate depdsi limita de curgere a
materialului. Ca urmare viata pieselor este redusa semnificativ.

In calculele ingineresti astfel de fenomene se iau in considerare prin
intermediul unor factori constructivi, care cuprind:

a) Forma piesei si modul de asamblare (cu celelalte piese ale constructiei),
care necesitand schimbari bruste de sectiune constituie concentratori de tensiuni.
Acesti factori se ia in considerare prin coeficientul:

B, = oy (10.5)
(G—l,k)do

unde (o), este rezistenta la oboseala — in ciclul alternant simetric — a unei

epruvete cu diametrul standardizat dy, ideald, adica fara incluziuni strdine si cu
suprafata perfect lustruita si lipsitd de concentratori de tensiuni; (o), este
rezistenta la oboseald — 1n ciclul alternant simetric — a unei epruvete cu diametrul
standardizat dy, dar avand forma si modul de asamblare a piesei reale (la care
apare deci concentratorul de tensiuni), dar cu suprafata perfect lustruitd si fara
incluziuni de material strdin.

b) Dimensiunile piesei. Acestea se iau in considerare prin coeficientul:

_ (G—l,k)d _ (G—l,k)d

(G—l,k)do (G—l)do

B, <1, (10.6)

k

unde (o _, , ), este rezistenta la oboseald, in ciclul alternant simetric, a piesei, avand

forma, modul de asamblare si dimensiunile piesei reale, dar cu suprafata perfect
lucie si fara incluziuni de material strain. Acest coeficient este subunitar deoarece
la piese cu dimensiuni mai mari probabilitatea existentei unor microfisuri este mai
mare decat la piese cu dimensiuni mici.
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10.4.2. FACTORI TEHNOLOGICI

Factorii tehnologici iau in considerare calitatea §i omogenitatea materialului
precum si gradul de prelucrare al suprafetei piesei.

Rezistenta la oboseald, ca si celelalte caracteristici mecanice, difera de la un
material la altul. Din aceasta cauza datele informative despre caracteristicile
mecanice ale diferitelor materiale, cuprinse Tn normative si standarde, contin §i
valoarea rezistentei la oboseald, determinatd pe epruvete netede (de obicei
standardizate) cu diametrul in jur de 8§ — 10 mm.

Dintre factorii tehnologici care au o influentd negativd asupra rezistentei la
oboseald se mentioneaza: structura neuniformd a materialului, structura cu
granulatie mare, existenta crustei de turnare, forjare, laminare, tratamente termice
sau neuniforme. In schimb tratamentele termice corecte, crearca de fibre
longitudinale prin forjare sau laminare, ca si tratamentele superficiale au efect
favorabil asupra rezistentei la oboseala.

Un alt factor esential care influenteaza rezistenta la oboseald 1l constituie
starea suprafetei piesei. Dintre cauzele care fac ca starea suprafetei piesei sa
influenteze puternic rezistenta la oboseala se mentioneaza:

— suprafata are intotdeauna zgarieturi rezultate din prelucrare, care constituie
amorse de fisuri;

— la suprafata piesei grauntii cristalini sunt In parte distrusi din cauza
prelucrarii, fapt ce conduce la o sldbire a rezistentei materialului;

— la Tncovoiere si rasucire, tensiunile maxime se dezvoltd la suprafata pieselor.

Factorii tehnologici se iau in considerare prin coeficientul:

o o
_( —l,k)d,s _( —l,k)d‘B_k<1

(o) (6)g &

: (10.7)

k

unde (c_,),,este rezistenta la oboseald in ciclul alternant simetric a piesei

reale: ¢’ ,. Acest coeficient este subunitar deoarece rezistenta la oboseala a piesei
cu microfisuri exterioare si interioare este mai mica decat a piesei perfect lustruite
si fard incluziuni straine de material.

Din relatia (10.7) rezulta ca rezistenta la oboseald, in ciclul alternant simetric,
a piesei reale este:

o, =y’}3—'8"-c_1. (10.8)
k
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10.4.3. FACTORI DE EXPLOATARE

In acesti factori sunt cuprinsi:

a) Conditiile in care functioneaza piesa. Experientele au aratat ca rezistenta la
oboseala este influentata defavorabil de existenta suprasolicitarilor, adicd a unor
solicitari de duratd limitatd dar avand o valoare mai mare decat rezistenta la
oboseala. Cu cat solicitarea initiald a piesei este mai mare sau de mai lunga durata
cu atat rezistenta la oboseala scade mai mult. De asemenea rezistenta la oboseala
scade la temperaturi inalte, fapt pentru care sunt necesare determinari ale
rezistentei la oboseala la temperaturile respective. Tipul de solicitare (de intindere,
incovoiere sau de torsiune) — care este prins in factorii B, €, Y« — influenteaza, de
asemenea, rezistenta la oboseala.

b) Influenta mediului. S-a constatat cd rezistenta la oboseald se diminueaza
foarte mult atunci cand piesa lucreaza intr-un mediu corosiv. Acest efect se
combate prin acoperiri anticorosive, sau prin alegerea de materiale care rezista
mai bine la agentii corosivi.

¢) Gradul de asimetrie al ciclului. Acest factor, In comparatie cu primii doi,
este factorul principal care influenteaza in mod decisiv rezistenta la oboseala. Toti
ceilalti factori se iau in considerare in mod global. Influenta gradului de simetrie
este pusd in evidentd prin intermediul unei diagrame, denumitd diagrama
ciclurilor limita care stabileste legdtura intre doud marimi caracteristice ale
ciclului, la limita, adica in momentul in care se produce ruperea prin oboseala.

10.5. DIAGRAMA CICLURILOR LIMITA

Diagrama ciclurilor limita, indiferent de marimile caracteristice ale ciclului in
care este exprimata, se determind numai pe cale experimentald. Trasarea unei
astfel de diagrame necesitd un numar mare de determindri experimentale si ea
reprezinta variatia rezistentei la oboseala cu coeficientul de asimetrie al ciclului de
solicitare, pentru o piesa data.

Intr-un sistem de axe de coordonate Gm, O, (fig. 10.3) ciclul de solicitare
variabild dintr-o piesd se poate reprezenta printr-un punct M de coordonate
(6m,0y). Intre panta dreptei OM si coeficientul de asimetriec R al ciclului de
solicitare corespunzator punctului M exista relatia:
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Gy

ok
L
0]
M
o
Y o -
oy
Om
OmL
Fig. 10.3.

, 1-R
o 1+R

m

tano = (10.9).

In baza relatiilor (10.1) si (10.2), suma
coordonatelor punctului M reprezinta tensiunea
Gmax a cilului. Prelungind dreapta OM, se
gaseste un punct L, corespunzator unui ciclu
limitd la care tensiunea maxima este egalda cu
rezistenta la  oboseald a  materialului,
corespunzatoare ciclului cu coeficientul de
asimetrie dat:

CmaxlL = OmL T OyL.- (1010)

Locul geometric al punctelor L reprezintd diagrama rezistentelor la oboseala

sau diagrama ciclurilor limita.

10.5.1. DIAGRAMA HAIGH

Aceastd diagrama reprezinta relatia grafica intre 6, §1 6, la limita, adica:

OyL :f(GmL)- (1011)

O astfel de diagrama este reprezentata in figura 10.4, a. Pe ea se disting

urmatoarele puncte caracteristice:

— punctul 4(0,6_,), care reprezintd ciclul limita alternant simetric;
— punctul B(c.1,0), care reprezinta ciclul static la limita (ruperea la solicitarea

staticd);

— punctul P(c¢/2, ¢/2), care reprezinta ciclul pulsator, la limita.

o
A L P ON
D
Q
(¢ 450 oM )
v o 45 B
o, Cll o,
< G+1 >
b)
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Un punct oarecare pe curba L(o,; , G, ) reprezintd un ciclu limita (deci la care
s-a produs ruperea prin oboseald, a carui caracteristica este data de relatia (10):
p = 0,./Gy s al carui coeficient de asimetrie rezulta din relatia p = (1-R)/(1+R).

Un punct oarecare M(c,,G,), care se gaseste 1n interiorul suprafetei
diagrameli, reprezinta o solicitare ciclica a carei caracteristica este p = ¢,/c,,, dar
care nu a atins limita, deci la care epruveta nu se rupe.

In cazul materialelor tenace:

OmaxL = OmL T Oy = O, (10.12)

unde o, reprezintd limita de curgere. Din aceastd cauza diagrama ciclurilor limita
trebuie limitata printr-o dreapta la 45°, a cérei ecuatie este (10.12) si reprezentata
pe figura 10.4, b prin dreapta CD.

a) b)
Gy o,
Age » 4
: N :
o AR @)
..,." ~ .
45° s B
0 5. e, O
G4 _
c) d)

Fig. 10.5.

Deoarece pentru fiecare punct L este necesara o diagrama Wohler (fig. 10.2), o
asemenea diagramd nu poate fi trasatd exact, din care cauza s-a recurs la
schematizarea ei. S-au propus doua schematizari, una de catre Soderberg (SUA),
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cealaltd de catre Serensen (RFR).

Schematizarea propusda de Soderberg constd in dreapta AB pentru materiale
fragile si dreapta AC, pentru materialele tenace (fig. 10.5, a). Pentru materialele
tenace, o diagrama mai putin restrictiva este formata din dreptele 4B si CD care se
intersecteazad in D’ (fig. 10.5, b).

Schematizarea propusd de Serensen se bazeazd pe determinarea lui oy si
consta in doua drepte: AP si PB pentru materialele fragile, respectiv AP s1 PC
pentru materialele tenace (fig. 10.5, c¢). Pentru materialele tenace, o diagrama mai
putin restrictivd este formatd din dreptele AP, PD' si D'C, unde D' reprezintd
intersectia dreptelor PB si CD (fig. 10.5, d).

10.5.2. DIAGRAMA SCHMIDT

Aceastd diagramd reprezintd grafic relatia, care se stabileste la limitd, intre
G max $1 O, TESPECLIV G iy $1 Gy

O maxL =f(GmL); O minL = g(GmL)- (1013)

In aceasta diagrama fiecare ciclu limitd este reprezentat prin doui puncte.
Astfel ciclul alternant simetric este reprezentat prin punctele A(0, o_;) si
A'(0, —o_;) (fig. 10.6,a). Ciclul pulsator este reprezentat prin punctele P(c¢/2,0) si
P’ (0¢/2,60/2). Ciclul static este reprezentat prin punctele B si B’ care coincid

, B’
O max ] ””
27 e C
P
P
LA
4
a 45°
! 5 =
OlMy L, P |
< o m
) G+l
ACa ) |

Fi%.7100.6.
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avand aceleasi coordonate (G4, G+1).

Un ciclu oarecare limitd este reprezentat prin punctele L(Gmaxr, Omr) $1
L’(GminL, GmL) (ﬁg 106, a).

Se poate constata ca diagrama Schmidt este formatd din doua diagrame Haigh
rasturnate, reprezentate in coordonate oblice.

In figura 10.6, b este reprezentati diagrama schematizati Schmidt pentru
materiale tenace, pentru domeniul in care tensiunea medie este pozitiva (G, > 0),
(domeniu cel mai studiat prin incercari experimentale).

O solicitare variabild oarecare, care nu a atins limita, este reprezentata, pentru
domeniul pentru care G,, > 0, prin punctul M de coordonate (G, Gmax)- Inclinarea
dreptei OM este datd de unghiul a carui tangentd este tan o = G, /C,y = 1 + p.
Rezulta ca toate ciclurile care au aceeasi caracteristicad p cu ciclul reprezentat de
punctul M, se afla pe dreapta OM si punctul L reprezinta starea limita pentru toate
aceste cicluri.

10.6. CALCULUL DE REZISTENTA LA SOLICITARI VARIABILE

Datoritd multitudinii factorilor care conditioneaza starea limitd, calculul de
rezistenta la solicitari variabile consta fie intr-un calcul de verificare, caz in care
se determind coeficientul de siguranta, fie intr-un calcul de dimensionare la una
din solicitarile variabile simple (de Intindere, Incovoiere sau torsiune).

In cazul in care este necesar si se determine coeficientul de siguranta trebuiesc
cunoscute urmatoarele elemente:

— ciclul real de solicitare al piesei ce implicd cunoasterea a doua valori, de
exemplu: G, Omin, calculate cu formulele clasice din rezistenta materialelor;
celelalte marimi: o, c,, R si p fiind exprimate in functie de Gu $1 Gmin CU
ajutorul relatiilor (10.1 — 10.4);

— materialul din care este confectionatd piesa ce implica cunoasterea valorilor
G-1, Gy, O¢, 6+1(=R,), respectiv construirea diagramelor ciclurilor limita;

— cunoagsterea factorilor ce influenteaza rezistenta la oboseald; in general
acesti factori sunt: B; — coeficient de forma; g; — coeficient dimensional; y; —
coeficient de stare a suprafetei.

Din cele prezentate mai sus reiese faptul ca, atunci cand se pune problema de
dimensionare a unei piese supusd la solicitdri variabile, este necesard o
predimensionare pe baza formulelor clasice din rezistenta materialelor, dupa care
se face verificare. Dacd verificarea nu este indeplinitd — coeficientul de siguranta
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este nesatisfacator — se modificad dimensiunile piesei pand cand conditia impusa

oA Ciclul limita .

Ciclul Féal

a)

este indeplinita.

Pentru determinarea coeficientului de sigurantd trebuie precizat in prealabil
ciclul limitd in raport cu care se compari ciclul real. In aceasti privinti in
literatura tehnica s-au formulat mai mult criterii, dintre care cele mai importante
sunt prezentate in cele ce urmeaza.

a) Ciclul limita trebuie sd se caracterizeze prin aceeasi valoare a tensiunii
medii ©,, ca si ciclul dat (fig.10.7, a). In consecintdi pe diagrama Haigh
schematizatd a ciclurilor limita, ciclul limita al solicitarii considerate corespunde
punctului L din figura 10.7, b. Dezavantajul acestui criteriu constd in faptul ca
pentru un ciclu real ondulant, ciclul la limitd poate fi un ciclu alternant.

sk Ciclul limiti .., oy

ARV Y M(S,, 0,1

Cicinl real s - Boa0)
© ¢ 0 Co.0) o
a) b)

Fig.10.8.

G min = O minL

G min

b) Ciclul limita trebuie sa aibd aceeasi valoare a tensiunii minime G,;, (in
valoare absolutd) ca si ciclul real (fig 10.8, a). Pe diagrama Haigh schematizata a
ciclurilor limitd, ciclul limita al solicitarii considerate corespunde punctului L,
obtinut prin intersectia unei drepte dusa prin M si care face cu axa G, un unghi de
45° cu diagrama ciclurilor limita (fig. 10.8, b). Acest criteriu este respectat numai
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la determinarea rezistentei la oboseald in ciclul pulsator. El are insa avantajul ca
da valori mai acoperitoare in cazul ciclurilor apropiate de ciclul alternant simetric,

G E‘iclul limit.c-i” o,
Y A(0.6-1) R=R; (p=p1)
Ciclul real o
0] t

a)
Fig.10.9.

care este ciclul cel mai periculos.

¢) Ciclul limitd trebuie sd aibd acelasi coeficient de asimetrie R, respectiv
aceeagsli caracteristicd p a ciclului, ca si ciclul real (fig. 10.9, a). Pe diagrama Haigh
schematizatd a ciclurilor limita, ciclul limita al solicitdrii considerate corespunde
punctului L din figura 10.9, . Dezavantajul acestui criteriu constd in faptul ca
procesul prin care se produce aparitia stirii limitd nu are o justificare fizica. Cu
toate acestea, acest criteriu este folosit pentru determinarea rezistentei la oboseald
atat in cazul ciclului alternat simetric, cat si al ciclului pulsator sau al ciclului static,
fapt pentru care el va fi folosit in continuare pentru coeficientului de siguranta.

Conditia care trebuie indeplinitd atunci cand se efectueaza verificarea unei
piese supusa la solicitari variabile este:

c2cq (10.14)

unde ¢, este coeficientul de siguranta admisibil la solicitari variabile.
In absenta unor reglementdri exprese, tratatele de specialitate prevad
urmatoarele valori orientative pentru c,:

— piese de masini confectionate din otel c=15..17
— piese de masini usoare, din otel c=13..14
— piese importante, din otel cand Incercarea

la oboseala s-a facut pe piesa c=1,35
— piese din otel turnat c=1,4..20
— piese din fonta c=2,0..3,0
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10.6.1. SOLICITARI VARIABILE SIMPLE

Dupa cum s-a aratat mai inainte rezistenta la oboseald a unei piese este
influentata de foarte multi factori si ea diferd mult fatd de valoarea stabilitd pe
epruvete standardizate. Din aceastd cauza rezistenta la oboseald a unei piese reale
se calculeaza cu relatia (10.8) in care 6_; este rezistenta la oboseala — in ciclul
alternant simetric — a unei epruvete cu diametrul standardizat d,, ideald, adica fara
incluziuni strdine i cu suprafata perfect lustruitd si lipsitd de concentratori de
tensiuni.

Utilizand diagrama Haigh schematizatd prin dreapta AC (fig. 10.5, a),
diagrama similard, dar pentru piesa reald, poate fi aproximata prin dreapta A'C
(fig. 10.10), deoarece concentratorii de tensiuni nu modificd limita de curgere la
solicitarea statica, punctul C fiind corect.

Oy
A
A
A’ L
o - L
o
v a C
0O MyL 5. | Om

Fig. 10.10.

In consecinti, aproximatia facuti fatd de dreapta AC, constd in considerarea
unei variatii liniare pentru grupul de coeficienti €x-y«/Pr.

Limita de rezistentd a unei piese, solicitatd la ciclul definit de punctul
M(c,, o,), avand caracteristica p = tano. = MM,/OM, = o,/c, corespunde
punctului L' (fig. 10.10).

In aceasti situatie, cand piesa este solicitatd printr-un ciclu alternat simetric,
iar Incercarea la oboseald nu s-a facut pe piesa reald, coeficientul de sigurantd se
determina cu relatia:

c=3a _Oa Bk (10.15)
G, o, B,

in care G, = G4y €ste tensiunea normald maxima din sectiunea periculoasa.
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10.6.1.1. Solicitari care produc numai tensiuni o

Se admite ca ciclul de solicitare reprezentat prin punctul M(c,, c,) (fig.10.10)
pastreaza aceeasi caracteristicd pana la limitd. Rezulta ca starea limitd este
reprezentatd de punctul L' de coordonate (c,., o,;) care se afld la intersectia
dreptelor A C si OM.

Din asemanarea triunghiurilor OMyM si OL(L' se deduce:

Ome _ O _ Om¥Ou _ Omaxr _ . (10.16)

c

Gm GV Gm + GV Gmax

unde ¢, este coeficientul de siguranta al ciclului real pentru tensiuni normale, fata
de ciclul limita.
Rezulta:

OmL =Cs'COm 3 Oy = C5'Oy (10.17)
valori care trebuie sd satisfaca ecuatia dreptei 4 C:

Owt 4 O (10.18)

!
G, O,

c

Dupa inlocuire si tindnd seama de (10.15) se obtine:

. = ! (10.19)

S, , 0 (Bj
G, O\ &Yk Jg
Pentru un ciclu alternant simetric pentru care G, = 0 $1 G, = Gy rezultd
relatia (10.15).

Valoarea coeficientului de siguranta calculata fie cu (10.19), fie cu (10.15)
trebuie sd indeplineasca conditia (10.14).

10.6.1.2. Solicitari care produc numai tensiuni t

Pentru solicitari variabile simple care produc tensiuni t (forfecare purd, torsiune),
admitdnd o diagrama limitd similard cu cea din figura 10.10, dar in coordonate
(Tm,Tv), in care A'(0,1",), iar C(t.,0), expresia coeficientului de siguranta ¢, se obtine

din (10.19) prin Inlocuirea tensiunilor 6 cu tensiunile corespunzatoare t. Rezulta:
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¢ = ! . (10.20)

T
wﬂ(ﬁfc}
T T\ &Y/,

Pentru un ciclu alternant simetric:

c. ZT—“=£-[—8"Y"j , (10.21)

T T By

v v

in care T, = Tyax.

10.6.2. SOLICITARI VARIABILE COMPUSE

Conditia de rezistentd, la o bara solicitatd static la Tncovoiere cu torsiune, in
cazul ipotezei a IlI-a de rezistenta (7), este:
c
_ 2 _ o+
Gech - Gmax +4Tmax < Gu -

Prin ridicarea la patrat si Impartirea cu ¢4/c si tinand seama ca in teoria 7+,
G+ = 2744, la limita se obtine relatia:

2 2
-G, c T,
( m‘”‘j J{ ‘“‘”‘j =1 (10.22)
G-¢—1 T+l
care reprezintd ecuatia unei elipse, avand semiaxele egale cu 6+ §i 7+;.
Numeroasele experiente, in special cele efectuate de catre Gough si Pollard, au

ardtat cd ecuatia anterioard rdmane valabild si Tn cazul solicitarilor variabile de
incovoiere si torsiune, in fazd, ambele 1n ciclul alternant simetric. In consecinta, se

poate scrie:
2 2
ENNEE .
c, T,

In aceasta relatie -Gy = O $1 CTmay = Tz reprezintd valorile limitd ale
tensiunilor o, respectiv t pentru ciclul de solicitare efectiv, iar 6_; §i T
rezistentele la oboseald pentru ciclurile alternant simetric la incovoiere, respectiv
torsiune. Elipsa definita de (10.23) este redatd in figura 10.11.
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A B
B L
LV
n
A -
M(Gmax: Tmax)
0] , A4
O _| |
gl
(O] »
Fig. 10.11.

In cazul pieselor reale ecuatia (10.23) capata forma:

2 2
[C"’,maxJ +(C'fmax] =1, (10.24)
G, T,

in care 6'_; si v'_; se calculeaza cu relatia (10.8).
Daca se noteaza:

reprezentand coeficientii de sigurantd in cazul solicitarilor variabile simple, dupa
inlocuirea 1n relatia (10.24) rezulta:

c=—So G (10.25)

[ 2 2
C, tC;

relatie cu ajutorul careia se calculeaza coeficientul de sigurantd al unei piese
supusa la solicitari variabile compuse, de incovoiere cu torsiune, in faza, in ciclul
alternant simetric.

Formula (10.25) se poate aplica si pentru ciclurile asimetrice, dar in aceste
cazuri coeficientii de sigurantd ¢ $i ¢ se determind cu relatiile (10.19), respectiv
(10.20).

Valoarea coeficientului ¢ calculatd cu relatia (10.25) trebuie sd indeplineasca
conditia (10.14).
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Probleme rezolvate

P.10.1. Un otel prezintd la incercarile de laborator tensiunile R, = o, = 390 N/mm? si
6_; = 180 N/mm?®. Si se determine rezistenta la oboseald pentru ciclurile cu R = 0,25 si R = 0,5
folosind diagrama Haigh schematizata din figura 10.5, a.

Dreapta 4B din figura 10.5, a, in cazul otelului dat, are ecuatia:

(&) (&)

m v

390 180
Rezistenta la oboseala corespunzitoare ciclului cu coeficientul de asimetrie R = 0,25

corespunde punctului Z; din figura 10.12, care reprezintd intersectia dreptei AB cu dreapta OL, a
carei ecuatie este:

200
180
160 -
140
120
100
80 ~
60 -
40
20 ~

ov [N/mm?

0
Op 100 200 300

B(390.0),0

Gm [N/ mm?
Fig. 10.12.

1-R 1-0,25
c, = (tana)-6,, > o, = ‘G, = 6,=>0,=0,60,.
1+R 1+0,25

Rezolvand sistemul

Gm Gv _
390 180
c, =060,

se determind coordonatele punctului L:

G,,, =169,5N/mm’ si 5, =101,7 N/mm’.

Rezistenta la oboseala pentru ciclul cu R = 0,25 va fi:
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Goas =169,5+101,7 = 271,2 N/mm’.
Pentru ciclul caracterizat de R = —0,5 se procedeaza analog si se ajunge la sistemul:

(&) (&}

390 180
c, =030,

prin rezolvarea caruia se obtine:
G,.,=2274AN/mm’ si 6, =75N/mm’,
In consecinti rezistenta la oboseala pentru ciclul cu coeficientul de asimetrie R = 0,5 este:
Gys = 227,4+75=302,4 N/mnr’.

P.10.2. Arcul elicoidal din figura 10.13, solicitat de forta F, care variaza intre valorile F,,,, = 8 kKN
si Fin = 3 kN, are diametrul spirei d = 24 mm si raza de infagurare R = 60 mm. El este confectionat din

otel de arc, cilit si ecruisat cu alice, cu caracteristicile t. = 600 N/mm?, t_; =300 N/mm’.
Tensiunile corespunzatoare lui F,,,, si F,,;, se calculeaza cu relatia (3.115)

T max _ IRy 1d)_8000-607, 124 =200,4 N/mm?;
w ' 3R) 271434 360 <

P

\/—

T = E(l +1ij = M(l +1ﬁj = 62,6 N/mm’;
w,\' 3R) 271434 360
unde <
3 3
wo =T T2 14 34mm’.
r16 16 g

Rezulta ca, in punctele de la interiorul arcului tensiunea tangentiala
variaza intre Ty = 200,4 N/mm? §i T, = 62,6 N/mm?.

Pe baza acestor valori cu relatiile (10.1) si (10.2) se determind T,
respectiv T,:

= V.

Fig. 10.13.
c, = e Tmn 20024626 _ 1315 N/mm
2 2
T, = Comax ;T”“'” = 200’42_ 62,6 _ 68,9 N/mm’.

Caracteristica ciclului va avea valoarea:

68,9
p. = S 087 0,52
T, 1315
Valorile factorilor, pentru arcuri de acest tip, se pot lua:

Bk: 1,1, &= 1, Yk = 1,6
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Folosind relatia (10.20) se determind coeficientul de sigurantd la
solicitari variabile al arcului dat:

Fomy
7 1 1
o CT = = = 2’6
g s T, T B, 131,5 N 689( 11
=] & ; t. ot ey, ) 600 300(1-16
80 == P.10.3. Sa se determine forta maxima F,,, pe care o poate suporta
< > fusul din figura 10.14, de lungime / = 80 mm si diametrul d = 80 mm,
Fig. 10.14 solicitat la un ciclu alternant simetric pentru un coeficient de siguranta
I c, = 2,4. Materialul din care este confectionat fusul este un otel care are
6., = 350 N/mm’ Suprafata fusului este slefuiti fin, iar in zona

racordarii a suferit o ecruisare prin rulare, ceea ce face ca y, = 1,38.

Tensiunea normald maxima care se dezvoltd in fus corespunde momentului de incovoiere
maxim M., = F{ i are expresia:
M . 32-F-l

max

s /4 nd’

z

Coeficientul de sigurantd se determina cu relatia (10.15):

’
o G, £
c=S0_ 0% Bk
Gv Gmax Bk
Inlocuind pe G« $i punand conditia ¢ < ¢, rezulta:

o, n-d &y,
32.¢c-1 B,

F<

Pentru forma constructiva a fusului se poate lua 3, = 1,5 si g, = 0,7. inlocuind numeric se
obtine:
_ 350-7-80° .0,7-1,38

= =59000 N.
32.24-80 15

P.10.3. Arborele din figura 10.15 are diametrul d = 60 mm si transmite puterea P =25 kW la
turatia #n = 300 rot/min. Raportul eforturilor din ramura conducatoare i ramura condusa a fiecarei
curele de transmisie este 2. Razele rotilor sunt: R; = 400 mm, R, = 500 mm. Sa se verifice
rezistenta arborelui si sd se determine coeficientul de sigurantd la solicitari variabile stiind ca
materialul din care este confectionat arborele este OLC 60 (C 60 — conform noii codificari).

Pentru verificarea de rezistenta trebuie sa se traseze diagramele de eforturile sectionale.

Momentul de torsiune la care este supus arborele este:

M, =955-10° r_ 9,55-10° 25 795,83 Nm.
: n 300

si el se manifesta pe portiunea cuprinsa intre cele doua roti (fig. 10.15)
Reducand, in axa arborelui, eforturile din ramurile curelelor, se obtin fortele (fig. 10.15):
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4
Py
=
y1, 200 ], 300 ] 300
795,83 Nm
A B
i &
' M, ’
Fi, =5868,75 N
) = -
Y ﬁ
Y 447,65N
895,31 Nm
2\ Fo, = 4774,98 N
i & &
oo
+
358,12 Nm
895,31 Nm
Fig. 10.15
M -10°
F, =31, =32 _3. 19383107 _ 56075 N:
R, 400
M -10°
F, =31, =3 _3 383107 _ 4oy g\
R, 500

deoarece intre eforturile din ramurile curelelor si momentul M, existe egalitatile:
Mx :2T1R1 —T1R1 = T1R1;
Mx = 2T2R2 — T2R2 = T2R2.

Cele doua forte actionand in plane diferite vor produce momente de incovoiere att in planul

cu normala z (M), cat si in planul cu normala y (M,). Pe baza diagramelor de eforturi (fig. 10.15)
se stabileste sectiunea in care momentul total de incovoiere este maxim:

M =4/358122 +89531> =964,28Nm; M =+/89531” + 447,65 =1000,98 Nm.
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Sectiunea periculoasd este in dreptul rotii 2 deoarece in aceastd sectiune atat momentul
incovoietor cat si momentul de torsiune au valorile maxime.

Deoarece pe tronsonul dintre cele doua roti arborele este solicitat la incovoiere cu torsiune,
calculul de proiectare se face cu relatia (7.32) in care:

2
Ky = 79583 1 _ 1577,
1000,98
Rezulta:
M'max . 3 .
g =K, = w. 1,277 = 60,3 N/mm’ < 5, = 70 N/mm’.
we - 60

i

Ciclul de incovoiere este alternant simetric. Pentru punctul cel mai solicitat al sectiunii
corespunzatoare rotii 2 tensiunile maxime, respectiv minime au valorile:

Mmax 3 3 .
Oy =t——=1 1000,98 1? 32 _ 47,2 N/mm®.
— w. - 60

min i

Coeficientul de sigurantd la solicitari variabile simple se determind cu relatia (10.19).
Deoarece ciclul solicitdrii de Incovoiere este alternant simetric 6,, = 0, iar 6, = G 4.
Din Anexa 2 pentru otelul OLC 60 se adopti: 6. = 410 N/mm*; o_; = 340 N/mm’;

1, =210 N/mm?; t_; = 195 N/mm?>. Pentru arborele dat se considera [BkJ =2,3.
€Yk )s

In acest caz, coeficentul de siguranta la solicitéri variabile simple care produc tensiunile
este:

1 1 1

CcC_= =

’ Gmﬁv( By ] G»( B, J 472 55
O, O \&Ye /)y Oa\&YVr/, 340

c

=3,13

Ciclul de torsiune se considerd pulsator ca urmare a pornirilor si opririlor dese. Din aceasta
cauza t,, =T, = Tya/2, unde

M, 79583-10°-16

Ty = — —— =18,76 N/mm".
w, - 60
Considerand [ﬁ—kJ = 1,8, coeficientul de siguranta la solicitari variabile simple care produc
€Yk ),
tensiunile t are valoarea:
¢, = ! ! =7,62.
Tm

7+L B 18’76(1+1~1,8j
T T &Y ), 2 (210 195

c

Coeficientul de sigurantd pentru solicitarea variabila compusa se determina cu relatia (10.25):
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cz-c.  3]13.7,62
JeZ+c? 3132 +7,62°

Cc =

=2.89.

Probleme suplimentare

P.10.4. Sa se verifice la oboseald un arbore de diametru d = 70 mm din OL60, solicitat la
rasucire de un moment care variaza intre limitele M, ,, = 2,4 kNm, M, ,;, = — 1,2 kKNm. Se
cunoaste (Br/exyr ). = 1,74.

P.10.5. Sa se calculeze coeficientul de siguranta la solicitari variabile compuse la un arbore din
OLC 60 de diametu d = 76 mm, solicitat la incovoiere si rasucire de momentele: M, .. = 3,6 KNm;
M, pin =— 2,4 kKNm; M, 0 = 4,0 KNm; M, i = —1,0 KNm. Se dau (Bi/eryr )o = 2,3; (Bi/eryr )= 1,8.
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